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第 0 章 数学 的 预备 知识 


在 这 一 章 里 ， 我 们 收集 了 分 析 中 若 千 在 微分 方程 理论 中 起 重 
要 作用 的 基本 事实 . 


0.1. Banach 空间 与 例 

集合 的 交 证 作 有 ,集合 的 并 记 作 U ,集合 的 包含 记 作 rE 
表示 xz RMA SHYT, RR CAR TR A BGR BOM, 
RRC) L Myke SHER a RARE A Aor 是 这 样 的 元 素 集 
Ae, yp eh HFE 中 的 任何 x,. yg， 它们 的 和 z+y 有 定义 ， 
e+ ye, aty=yte, XÆ 中 有 元 素 0, 使 得 对 于 所 有 EX, 有 
4 十 0 一 好 对 于 任何 数 4,5ER( 或 0), 纯 量 乘积 ax 有 定义 , ac€a, 
ls=%, (ab)r=a (ba) =b (a2), (6+b)a=ax+br,az+y)=ar+ 
ay. MRM TRIES & 的 每 个 x, 对 应 着 一 个 实数 jz1,， 称 为 z 
BER, 它 满足 下 述 条 件 

Ci) 24 240 Rf]e]>0, 10|=0; 

GD le+yl<le{+lyl anes); 

(iii) 对 于 所 有 到 (或 O) 中 的 o 与 多 中 的 A lar) = lal. lel, 
这 种 线性 空间 终 就 是 赋 范 线性 空间 。 在 可 能 混 滑 时 ,在 | ,| 下角 
MBAR WAS, 冉 范 线性 空间 多 中 的 序列 en) KAR RH s, 
指 的 是 lim lm 一 *| 一 0， 我 们 把 它 写 作 lime, =x. a ob fy FFA 
den} Cauchy 序列 , 如 果 对 于 任何 e>0, 存 在 W(e)>0, 使 得 车 
n, mN (e), M intin <e. MRA + Cauchy 序列 收 敏 
ATH AAR, BAT 是 完全 的 完全 的 赋 范 线性 空间 是 
Banach 空间 . WR HE A I E A TER a 的 s- 邻 域 是 ER: 

， 


lyrice, WRA RRRA S EEA e AE ATES A N e- 
域 ,8 就 是 开 集 ， 如 果 元 素 z 的 每 个 *- 邻 域 部 包含 集合 3 MP 
是 8 的 极限 点 ， 如 果 集 合 3 包 含 它 所 有 的 极限 点 ,83 是 闭 集 ,集合 
SHALES 与 全 体 极限 点 的 并 集 ， 如 果 83 的 闭 包 是 2r， 则 集合 
S ELPRE. WRI ROTM. A RNT, M EA, V, 是 
公约 开 集 的 集合 ,使得 【J TS, MEA Va HER S JE 


如 果 给 中 的 集合 仿 的 每 个 开 复 盖 包 含有 限 个 仍然 复 盖 住 A IF 
集 , 则 5 是 紧 的 ， 对 于 Banach 空间 ， 它 与 下 述说 法 等 价 : 如 果 
Banach 空间 的 集合 态 的 任何 序列 位 s} 总 包含 收 全 到 5S 的 元 素 的 
FFA, WS RR. MRA Fah wR S, 存在 7 一 0， 使 得 
SCORES : Jol, MS EAR, 

PALL. RRO ERRE-ARRA, F R E E 
RR, RC) HIB a EEE r= i, os zw), 此 地 每 个 zj 属于 
RC). MR r= Hye), Y= Yi Yn) 属于 RC"), 那么 对 
FRO) hia, b, avtby PEM Blan by, s at, +by,)- 
RO") 显 然 是 线性 空间 .如果 对 于 a= (1, eA al supla; f 


lel BOSE lel] $, 则 本 (是 Banach Sia), awe - 


这 样 的 意义 下 是 等 价 的 ， 按 一 种 范 数 收敛 的 序列 也 按 其 它 种 范 数 
ka. AP ERR Se ie NEE, TRO) 又 是 完全 的 , 因 
ERO 是 完全 的 ， 

RO) PRERA SRE, 当 且 仅 当 它 是 闭 的 与 有 界 的 。 

习题 1.1， 如 果 互 是 有 限 维 线性 向 量 空 间 , 而 | | ,1 1 是 吾 的 
两 种 范 数 , 证 明 存 在 正 的 常数 m, M 使 得 对 于 召 中 所 有 2, mjel < 
hej jx]. 

AL 2 RDB RRC] 的 紧 子 集 , 而 CD, RK CW, 


C°) TAME DORA 惨 [ 或 C] 的 连续 函数 所 成 的 线性 空间 . SCD, 
本") 中 的 函数 序列 {8s， B= 1 2，…} 称 为 在 了 上 一 至 收敛 的 , 如 果 
FEE DRA R 的 函数 6, 使 得 对 于 每 个 e>0 FE N e) (不依 
MF, CA FH An Ne) SDP Hae 都 有 | 加 (z) 一 
Sce FANGS RA-RARM, 如果 存在 M> 使 得 对 于 
AAD pHs SRA n=, 2，… 都 有 1gs(z)[ 一 2， 序 列 人 小 称 
为 同等 连续 的 , 如 果 对 于 每 个 o> 0 存在 6>0 ERRED th fy 2, 
8 满足 ls 一 y1<<6, 就 有 
lnl) $n Ee, n=l, 2, ++, 

五 使 得 对 于 局 中 所 有 w,y 有 |f(z) 一 f()| 志 Kz 一 |. 最 常 碰见 的 
多 (D， 嫩 ) 中 的 同等 连续 序列 是 满足 Lipschitz 条 件 且 Lipschitz 
常数 下 不 依赖 于 % 的 序列 各 小 

引 理 1.1. (Ascoli-Arzela) (D, 如) 的 任何 一 致 有 界 、 园 
等 连续 的 函数 序列 有 在 人 D 上 一 致 收敛 的 子 序列 . 

引 理 1.2. 如 果 SCD, RR") 中 的 序列 在 DD 上 一 致 收敛 , 则 极限 
函数 属于 CCD, R"). 

如 果 我 们 定义 

[o]=max!éG@)|, 


则 易 知 它 是 多 上 的 一 种 范 数 ,而 上 述 引 理 说 明 多 (D，B*) 是 具有 这 
种 范 数 的 Banach 空间 。 对 于 多 (D, C*) bial, 
习题 1.2， Bitm=r=1. EZL 
1ét=J 14) ae, 
RV SD, M 是 冉 范 线性 空间 . 给 出 例子 说 明 为 什么 这 个 空间 
不 完全 , 什么 是 这 个 空间 的 完全 化 ? 


0. 2， 线 性 变换 

把 某 空 间 的 集 食 4 变 人 某 空 间 的 集合 互 的 函数 称 为 由 二 人 
B 的 变换 或 映射 ，4 PUR RT AOD, WAE AR OU A A 
(ER, MRP RAAB HR, 我 们 简 记 之 为 1:4 一 B， 又 记 了 
的 值 域 为 1(4)， 如 果 f:4>B 是 一 对 一 的 ,并 且 与 其 逆 都 是 连续 
的 , 则 f Ah ABB AE, MRE, WAH (MA) Banach 空间 ， 
而 fee. MPR AS hi so e t BE RE) Ro 有 
Flam, tart) =f (21) 十 asf (er), WS ROM, aA Y 
的 线性 映射 称 为 有 界 的 , SOR EE HK OE fe) 12K [al 对 
PRA SEPA = 成 立 , 这 里 1,2 分 别 表 示范 数 是 在 r, 2y 中 取 的 . 

引 建 2 1， 假 设 r, 多 是 Banach 空间 ， 线 性 映射 有 ;统一 3 
有 界 , 当 且 仅 当 它 是 连续 的 . 

NM 2.1. 证 明 此 引 理 ， 

习题 2 2， 证 明 由 到 (或 CO 人 本 (或 C) 的 每 个 绥 性 映射 
TAA m xn KORE ERAR, 因此 必然 连续 . 

HERE EWE fio 的 范 数 | 了 | 定义 为 

IFl=supd fC) [21 [el lt. 
FE By VED IS FEE NS | f | ey PE EP HEAD) 一 (ii) ,并 且 
lf (8) SIFI [zl WEA PY x. 

SURGE n MER ES DRA m AER ESS ANDER PERE H m xn 4E 
BF 4 确定 的 , 我 们 把 它 的 范 数 记 作 14|。 

NM 2.3. 假设 X, Y Æ Banach 空间 , HLY, Y) Be 
AVMATFBRERF HRA, LHL, MERR LKL 
范 数 的 Banach 空间 . 


ALL EX fG(C0,11,R) +R HSO)=f (ods, 了 是 


Rik ERM, if|=1. 
- 4 


22. HL S={E((0,1], R) 中 有 连续 的 一 阶 微 高 的 分， 
S 在 多 ([0,1],R) 中 稠密 ， 对 于 任何 含 中 的 办 定义 有 (站 = 
ddb(t)/dt,0<t<1. ae f BRE, BEER, 事实 二, 函数 序列 
Pat) =t, OKEI, MEI1=1 但 是 17g 由 一 %. 说 明 无 界 性 的 
另 一 方法 是 证 明 f PER FEAR 6,(4)— 0-41, Ki, 
nel. 在 (00, 1]，B) 中 , n> 时 加 0， 但 是 fb,(t) = 
[n= (n+ Dt1H f¢,(D)= —1, 4 noo 时 不 趋 于 0. 

在 微分 方程 中 经 常用 到 的 另 一 个 非常 重要 的 泛 函 分 析 工 具 是 
一 致 有 界 性 原理 。 在 本 书 中 ， 我 们 用 比较 初等 的 证 明 来 回避 用 这 
个 原理 ,只 在 第 IY 章 中 有 一 个 例外 ， 

假设 .x 是 指标 集合 ， 而 对 .中 的 a，T。 是 由 Banach 空间 & 
到 Banach 空间 多 H AFR, 并 且 对 窑 中 的 每 个 x， 
sup|T.2|<00, 则 sup IT.] <, 


0. 3， 不 动 点 定理 

BRM KOR HRA EE VAR Trsa Ae, RFE 
换 不 动 点 看 在 性 的 定理 在 微分 方程 中 用 起 来 很 方便 ， 即 使 并 非 绝 
对 必要 ， 这 些 定理 可 以 当 作 一 种 工具 , 以 避免 重复 议论 , 使 人 能 注 
意 问题 的 实质 

Se PARE PRR ECE, EMSAM H 
象 为 所 谓 Banach 与 Cacciopoli 压缩 映射 原理 , MRF Banach 
BALMER, MT BAF WA Banach 空间 胸 的 变换 ( 记 作 T: 
F>By, WT RF LOER, WREE 4,041, 使 得 

[Pa—Ty|<Ale—yl, 2, yEF. 

常数 外 称 为 了 在 灾 上 的 压缩 常数 ， 


定理 3.1， (Banach-Cacciopoli 压缩 映射 原理 )， MRF È 
Banach SAP OMTR, MTF BB, WT EA PAE 
RRE FAMREF HER Go, Meer T Sn n=, 1, 
2, …} 当 nee MERAT T, 并 且 LZ —a,| <A" |2; a9] AA), 
此 地 4 一 ! AT EF LEHM. 

证 明 唯一 性 ， 如 果 0<X<1 APRS LOREM, VA 
x, EF WE a=Te, y=Ty, FR l|e—y| = [Pe—Py|<Ale—yl. 
hiia leyl <0, ileyi =0 Hl way. 

存在 性 ， 设 ze 是 任意 的 而 tari = Tan n=O, 1，2,…， 根 据 
假设 每 个 zwm 一 0 1 +, FF N |En tal Al tae [Se 
KA |x, 291, n=O, 1,… 于 是 对 于 m>n 

Jan En] E ote Hanna | + | Ant mal Fee + [tae — 2a | 

SLAM A EA] [ano 

SALA te HAI] |v 一 ol 

HP] lz 一 ml < 这 na， 
ito.) 2 Cauchy 序列 ， 在 党 中 有 到 满足 lima, =F. 因为 多 是 闭 


eH. APE, LEDER Alel- leel 
laa S izna] El), 所 以 推 知 


0=lim|£nt Tta] = [lim[ens1— Tae] | = ETE] 
were me 


KITT 这 就 证 明了 不 动 点 的 存在 性 ， 

在 前 面 对 |m 一 %,| 的 估计 式 中 令 mee， 全 证 明了 最 后 的 估 
计 式 , 定理 证 毕 . 

习题 3. 1， 假 设 先是 Banach Al, T:F>H 是 连续 线性 算 
P T< EA: 若 了 为 恒 等 算 子 , 则 了 一 了 有 有 界 的 逆 。 即 证 
明 方程 (一 7)w=y 在 红 中 有 唯一 解 2, BESET a hH y. 
+ @e 


awa 是 Banach 空间 DBO PHIM, Bw Sido 
F Ale), 使 得 对 于 每 个 ACH, 只 要 十 KE 就 有 
If(@-+h) —f(2) —ACeyh| <p([h1,2), 
此 地 ollk], TBA Om ochi, 2) /[kl>0. 线性 算 子 
4(%) 称 为 1 在 x 的 导数 ,而 4(z)4 称 为 上 在 z 的 微分 , 
习题 3,2， 假 设 @, YB Banach 空间 ， 必 是 入 的 开 子 集 ,六 : 
AY, 而 对 于 每 个 E, EG 以 及 实 变量 # 极限 


lim ETAD SED ow) 


存在 .再 假设 对 于 所 有 vE 而 言 , o(zo) 是 连续 线性 瑞 射 ， 又 假 
Ro fe Rt ALR) He EE A, eh La, Y) RA 
2.3 中 所 定义 的 。 证 明 ， 于 是 (Frechet) 可 微 的 ， 在 mE 的 导数 
Holm). 

J33. EAE- Heth ol) HME h REE, 
是 连续 线性 上 映射 , 但 可 能 不 是 了 在 roE 必 的 Frechet 导数 . 

习题 3. 4， 设 多 1([0,1]， 梧 ) 是 连续 可 微 函 数 x: [0,1] >R* 
的 空间 ,在 其 中 按 通 常 的 方式 定义 了 加 法 与 纯 量 乘 法 , MS |x| = 
sup|aCé)| +sup|#(2)|, Wib èC =ar/di. WERE (CO, 1], R”) 
是 Banach 空间 。 

TABS. w: gO, 1], BY) Xx [0, 1]>R* 是 赋值 映射 ， 
we, =e). TEA WIE HARE. Ae, 
一 法 是 核 导 数 的 定义 , HE SA 3. 2. 

fs BR">R" 在 点 zx 可 微 , 则 A(w)=21(%)/3x= (Of (x) /3x;, 
§=1,2,-,m, f= 1,2, =, m) Ez f MF æ By Jacobi 4EB. 

引进 一 些 关 于 阶 关系 的 记号 ， 以 后 有 用 .如 果 |fC2)111z1 对 
SMB RA © 有 界 ， 就 说 当 lz1>0 时 所 z) 一 0Clz[)， 如 果 

.7 


delo BE Tf Ce) 1/1210, 就 说 当 |z1>0 时 fe) =oC ta). 

BFK Banach SAX HTR, Y 是 Banach 空间 多 的 子 
R, WT, YEP} RF RHAFE. MET, FoF, BHA, 
0<14 一 1， 使 得 

|Pe—T,Z|<Ale—2[ HFAA JES 5 z, BER, 
则 说 算 子 T, 是 在 FF 上 的 一 致 压缩 。 换 句 话说， 对 于 每 个 多 中 的 3 
ME T, 是 压缩 , 而 压缩 常数 又 可 取得 不 依赖 于 y- 

定理 3.2， 如 果农 是 Banach SACHA RK, Ge Banach 
空间 多 的 子 集 ; MES HAY Ty? FoF RSL REA 对 
FF he PREM x, Tee tty BEAM, WT, 的 唯一 不 动 点 
gt y 是 连续 的 . 并且, RS, CARH’, e 的 闭 包 ; 而 
Tye Ht y, © Bt SBR A Ce, y), BC, 所 ,并 且 都 连续 ; 则 
oy) StF 乡 " 中 的 #y 的 一 防 导 数 连 续 . 

推论 3.1. Hie E Banach 空间 , 多 是 Banach 空间 多 的 子 
Bi Api 多 一 多 对 于 多 中 每 个 # 是 连续 线性 算 子 ; 对 于 所 有 CS, 
14,1<6<1; MFA PES OWS, Aw Hy ER. MBE I-A, 
AE, 此 过 连续 地 依赖 于 v 

证 明 AT FFE RE, RUE A041, A 
WTS PAA y SH PHA 0, BAIT 2 —T,z| <A|o—Z]. gy) 
BT, 在 多 中 的 唯一 不 动 点 , 所 定理 3.1 知 它 是 存在 的 。 于 是 

gyth) —g 9) =T gy tb) —Tigy) 

=T pag oth) Taag (9) + Parag (Y) 
Tay), 
而 
9g +h) -gn ISAl gy +b) —9 (9) | 十 Poeg —T,g Ca | 
由 此 推 知 
[g(y+h)—9(y EHD HTD —Tgty) |. 

ee 


-b 


由 于 和 对 于 多 中 每 个 固定 的 8 而 言 ， 对 3y RR, Hoe 
连续 的 ， 这 就 证 明了 定理 的 第 一 部 分 . 
其 此 可 几乎 直接 地 证 明 推论 3.1. 事实 上 ， 我 们 需要 证 明 的 
是 ,对 于 纪 中 每 个 5， 方 程 < 一 4:r 二 z 有 唯一 解 , 而 此 解 连续 地 依 
BT y, 2 这 等 价 于 求 由 了 zz 一 xs 二 zx 所 定义 的 算 子 Ty 的 不 
BAe, 由 于 算 子 A, 是 一 致 压缩 , 从 定理 3. 2. 的 第 一 部 分 便 推出 
推论 3.1 的 结论 
为 了 证 明定 理 的 后 一 部 分 , 我 们 假设 对 于 yo", aH, Tae 
有 连续 的 一 阶 导数 ， 它 们 相应 地 是 ACs,， y), Bæ, y) g= 
了 TJsg(y)， 我 们 先 假定 9 有 导数 C(g)， 对 于 乡 中 如 来 找 9 的 微分 
z 二 C(y)& 应 满足 的 方程 ， 如 果 微分 的 链 式 法 则 可 用 , 则 
2=B(g(y),. z+ Ay), yh, (3.1) 
Hh BOWER. SHILA, HP, 是 一 致 压缩 ,可 推 知 对 
FF bie GS his gy HIB, y)/<d<1. 
由 于 对 于 F hip 2 与 乡 " 中 的 1B, g)(<d<1, 从 推 
论 3.1 推 知 对 于 乡 中 每 个 ! Soh, 方程 (3.1) A E — A 
zly A), CH yh REA, THEE te, 可 见 对 于 所 有 纯 量 a, B 
By th h, u A 2(y,ah+ Bu) =az(y,k) + Bz(y, u); 即 2(y BAR 
是 线性 的 ， 可 以 写成 CC)h, MC): Vort y 是 连续 
线性 算 子 ， 并 且 对 y MS. ATIE Cy) 是 9(9) 的 导数 ， 
我 们 对 充分 小 的 来 考察 
gy +h) —g() =Trng(y +h) -T A) 
=T,g(y+h) —T.gy) Alg th), yh 
+o(RI) 
= B(g(y), Egy +h) —9@) I] +o(lg (+A) 
9 I HAHA), Yk+o( KI), (3. 2) 
mMBRgy +h) —g (y) —C(h=w, 那么 由 关系 式 (3. 2 与 4 一 CC) 大 
oo 


满足 (3.1) 的 事实 推 知 有 对 六 y 连续 的 并 且 当 天->0 时 趋 于 零 的 函 
B kh, Yi 
[1~—B(g(9),9) Helk, 9) Jw=LA +R), 9) AGG) 91h 
+kh, NeMhro(hl), 

由 于 4(z, 9) 5 oy) 都 连续 , 此 式 右 边 当 jj 司 0 时 是 o(181). 此 
Sb, ETE hy 0, MF hl SkA IBO), ¥) —hh, 9) |<8/2, 于 
eis 3. 1 推 知 线性 算 子 了 一 B(9 ly) y) tki 9 有 有 界 的 逆 ， 
F AEE y k ES FESR hw] = oC Al). EREE. 

为 了 说 明 压 缩 映射 原理 ， 我 们 来 证 明 下 述 关 于 隐 和 函数 的 重要 
定理 ， 在 叙述 中 det4 表示 mx miake ABT TI. 

定理 3. 3 (PAR). 假设 PR" x RR” 有 连续 的 一 阶 偏 
Se, FCO, 0) =0. mR FHF x Ay Jacobi 矩阵 OF (a, y) for 满足 
det2F (0, 0)/22+ 0, RYZE R”, R” 中 存在 0 WRU, V, 使 得 对 于 
V b+ BE Ay, HE Pe, 9) <0 EU pA e, 并 且 此 解 
WRR e= gy), E g 有 连续 的 一 阶 导数 , 且 9(0) =0. 

证 明 ic 

P@,y) =At—-NG@,y), 
Az oF, D 


Nep EGN Fg), N0,0)=0. 


DN MRR 
IN (2, y) _ IFO, 0) _ Fle, y) 
æ Fr dr 


由 于 假设 OF (x, y> [dor FER, 故 e—a, y0 i IN (æ, y) 220. 于 
FEAL GER", 00 AEREE Be kly, p), 使 得 (0,0)=0, 并 且 
IN@, y) —NG, 9) [<Ey, 0) |e—2| 
WAAR bib y SAR lel, 1z|<p 的 zx, 到 成立， 由 子 假设 矩阵 

» 0 


AWB. RP (wo, y) =0 的 解 等 价 于 求 方程 =A (e, y) HORE, 此 
WA BAGH, MALS PRAT eA Noy) 所 定义 的 
BTR oR 的 不 动 点 ， 现 在 我 们 证 明 Ts 在 相应 的 集合 二 
是 压缩 ， 存 在 常数 乓 (参见 习题 2.2) 使 得 对 于 RB" 中 所 有 x 有 
JASKE |e], Ee 
IT,æ| = |AN (æy) |SK IN (x, 9)]| 
=K(NG,y)—N (0,9) + (0, y) | 
<Ek(y, p) |e] + KIN (0,9) 1, 
ITs -T| KEG, p) lz—z| 
MF lel, Zip SHAY RE. WEDER e, ô, 以 至 
Kk(y, p)pt+KIN(O,y¥)|<e 对 |y|<6, p<e MIL, 
sup{Kk(y, p), |y] <8, e<e} <1, , 

RMS U={R" 中 的 a: [elce V= R ht yt ylas BET 
MT AFV hy HAR RE WELT, EU 
肉 有 唯一 不 动 点 9(y)。 显然 9(0) =0. HE Ta 对 于 每 个 < 而 言 
对 # 是 连续 的 ,从 定理 3. 2 推 知 9( 四 是 3 的 连续 函数 .Tz 对 
与 # 的 一 阶 导数 是 连续 的 ， 并 且 对 4 的 导数 是 A719N (e, 9) /9% 
于 是 由 定理 3.2 推 知 Cy) et y 的 连续 可 微 性 , ARER T AA 
定理 的 证 明 . 

习题 3.6. 叙述 与 证 骨 定 理 3. 3 对 于 Banach 空间 的 推广 . 提 
m: 作 适 合 于 Banach 空间 的 必要 的 相应 的 改变 与 外 定 ， 然 后 再 
重复 定理 3.3 的 证 明 步 又 . 

压 编 映射 原理 是 一 种 不 动 点 定理 .在 微分 方程 理论 中 ， 比 较 
复杂 的 不 动 点 定理 也 很 有 用 , 我 们 再 叙述 在 本 书 中 用 到 的 两 个 . 

在 一 维 情况 下 ， 下 述 不 动 点 定理 是 显然 成 立 的 : MAA 
间 [o，1] 映 人 它 自 身 的 连续 映射 必然 有 不 动 点 ， 只 更 我 们 注意 到 
不 动 点 的 存在 性 等 价 于 在 二 维 空间 中 函数 的 图 形 必 与 顶点 在 

„ile 


(0,0), (1,0), (0,1), 《1,1) 的 单位 正方 形 的 对 角 线 相交 , HE 
明了 .再 思考 一 下 便 想到 相 羽 的 结果 在 高 维 情况 成 立 ， 但 其 证 明 
较 难 ， 这 便 是 

Brouwer 不 动 点 定理 ，R" 中 的 闭 单位 球 映 人 自身 的 任何 过 
续 映射 必然 有 一 个 不 动 点 ， 

如 果 R* 的 子 集 4 与 R* 中 的 闲 单 位 球 同 胚 ,而 是 由 4 人 4 的 
连续 映射 ， 则 由 Brouwer 不 动 点 定理 推 知 了 在 剑 内 有 一 个 不 
动 点 . 

假设 [sR R* 是 连续 映射 ， 琉 数 f 的 零点 就 是 由 g(x)= 
et f(a) LAA g 的 不 动 点 . 如 果 我 们 能 够 证 明 在 王 " 中 存 
ERRA D, CSP PABGREB, ig Ie DB AD, 那么 由 
Brouwer 不 动 点 定理 推 知 9 在 全 内 有 一 个 不 动 点 ， 又 了 在 DD 内 有 
一 个 零点 ， 这 是 Brouwer 不 动 点 定理 的 一 个 很 重要 芍 应 用 . 

Brouwer 不 动 点 定理 已 被 Sctiauder 推广 到 Banach 空间 , X 
被 Tychonov 推广 到 更 一 般 的 空间 ， 我 们 来 叙述 Banach 空间 中 
的 结果 ， 以 前 说 过 , 如 果 Banach 空间 的 子 集 x 的 任何 序列 {6)， 
n=l, 2,… 总 有 了 收 化 于 以 的 某 元 素 的 子 序列 , JEER. mE 
FF PAH oy, HOSEL A tet iy BEA, ABE 
是 的 ; 即 凸 集 包含 连接 ? 与 9 的 “线段 "， 由 Banach 空间 多 人 
Banach AEA sywedt f PROS UY, 如 果 对 于 多 的 每 个 有 界 集合 以 
而 言 , 集合 {f(z), 2 在 以 中 } 的 闭 包 是 紧 的 . 如 果 此 外 了 是 连续 的 ， 
则 称 为 完全 连续 的 . 

Schauder PHAM, MRA Banach SACHA, KF 
Si, ii fit ARR, Wf ESAA—T BAR, 

推论 ， 如 果 .x 是 Banach SHOWA, BA, MFR, M f: 
oh ob Fe Se BI, M f PEA A 

推论 的 证 明 如 下 : Bb f OC, 又 是 闭 的 , UR 

Ie. 


Caf.) 的 闭 包 属于 +, MERA, HAT AE, W 
F(A) ABBAS flat) 的 最 小 闭 凸 集 ] 属 于 A. W Mazur 
的 一 条 定理 知 作 是 紧 的 ， 由 于 ACoA, & (CHAS, i 
从 前 面 的 结果 推 知 在 Boot 内 有 一 个 不 动 点 。 

如 同 前 面 提 到 的 , Tychonov 把 Schauder 定理 引伸 到 更 一 般 
的 空间 (局 部 凸 线性 拓扑 空间 )， 我 们 不 打算 介绍 局 部 凸 线性 拓扑 
空间 的 所 有 术语 , 事实 上 , 我 们 需要 这 个 定理 的 引伸 形式 成 立 的 仅 
有 的 一 种 空间 是 连续 函数 如 >0" 的 空间 ， 在 其 中 收 敦 性 等 价 
于 在 紧 子 集 上 的 一 致 收敛 性 ， 在 这 个 空间 中 ， 如 果 某 集合 的 元 素 
都 是 一 致 有 界 的 连续 防 数 ， 这 个 集合 便 是 有 界 的 ， 于 是 定理 的 引 
伸 形 式 的 叙述 与 前 面 形式 怡 好 相同 ， 我 们 将 称 这 种 情况 下 的 不 动 
点 定理 为 Schauder-Tychonov €M, 

习题 3.7， 说 明和 如果 去 掉 .Y 的 紧 性 或 山 性 , Schauder 定理 便 
不 对 了 . 

RIAR 的 所 有 界 区 间 ， 可 以 按 下 述 方式 得 到 名 (I，R") 的 
一 个 很 有 用 的 RB ote MM, PREM oe 是 
CU, RB*) 的 这 样 的 子 集 , -以 中 的 四 满足 |$1<<B, MHF Tp ae tT 
Ald) -6(@ | <M|t—-i]. RA -fg 显然 是 凸 与 闲 的 ， 并 且 of 
中 任何 序列 {4 是 一 致 有 界 与 同等 连续 的 ， 由 引 理 1. 1 与 1.2 推 
SIE OU, PEE g, ER limg. = 9. ME of 是 闭 的 , BILL G 
属于 oA. 这 就 证 明了 ot 的 紧 性 . 

下 烈 各 书 是 分 折 与 泛 函 分 析 的 标准 参考 书 . 
Dunford, N. 5 J.T. Schwartz, Linear Operators, Part I; 

General Theory, Interscience, New York, 1964. 
Graves, L. M. ‚The Theory of Functions of Real Variables,2nd 

Edition, McGraw-Hill, New York, 1956, 
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Hurewicz, W., 5H. Walman, Dimension Theory, Princeton 
University Press, Princeton, N. J. , 1941, 

Liusternik, L, A., 49V. J. Sobolev, Elements of Functional 
Analysis, Ungar, New York, 1965. (有 中 译本 ) 

Rudin, W. ,Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, New 
York, 1966. 

Yoshida, K. , Functional Analysis, Springer-Verlag, Berlin, 1965. 
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BIP 微分 方程 的 一 般 性 质 


本 章 讨论 短 分 方程 的 不 依赖 于 向 量 场 特 定形 状 的 性 质 ， 第 1 
节 的 存在 性 定理 说 明 微分 方程 确定 … 族 函数 , 而 第 2、3 节 就 讨论 
此 函数 汉 对 于 初始 值 与 参数 的 依赖 关系 . 在 第 4 节 中 , 对 照 着 对 于 
初始 值 的 连续 依赖 性 概念 来 介绍 稳定 性 概念 。 第 5 节 论 及 其 向 量 
场 对 上 仅 是 Lebesgue 可 积 的 微分 方程 第 6 节 专 述 微 分 不 等 式 
及 其 在 求 微分 方 径 的 解 的 上 下 办 问题 中 的 应 用 . 第 7、8 节 说 明 
其 向 明 场 不 依赖 于 财 间 的 微分 方程 的 解 的 茶 些 性 质 ， 在 正则 点 附 
近 轨 道 柱 的 存在 性 , 不 变 集 与 极 小 集 的 概念 . 


I. 1， 存 在 性 

jet 是 实 的 纯 量 ; 广 设 万 是 RY HAR, ETRE 2); 
If: DR ER, Mesda/dt 微分 方程 乃 是 形 如 

tC) =fCt, (i>) MAA = f(t, 他 (1.1) 

的 关系 式 ， 设 区 间 CB， 如 果 x* 是 在 上 有 定义 的 连续 可 微 函 
数 , ELH GYED, Xet I LRE (1.1)， 我 们 就 说 < 是 
(LD HET bi aR, HE f MED EBAR. 

41.1. 2 D=RY, Flt, a)=2%. 是 任意 实数 且 cH0. 


函数 E= — hk a= a HORE, 当 o>0 时 1E( 一 cco); 当 <0 


fit 经 (一 一 , —e). (RE 1.1). 

例 1.2. YED=R, >ot fl, o) =v w, <0 ht fle, L) 
=0. Ht (站 =(t 一 0)?/4 4 te 时 是 j=V a, r> h AE 
注意 Y= 0 也 是 解 ，( 见 图 1. 2) 


oase 


图 11.2 


BREET (tom)ED. 方程 (1.1 的 初 值 问题 是 找 一 个 包 

& LEAT SL DME x(t) =zs 的 解 z， 我 们 记 此 问题 为 
=f (t,£), T(t0) =£ EI. (i. 2) 

如 果 存 在 一 个 包含 to 的 区 间 了 与 满足 (1. 2) aa, RE sute 
A. 31) 的 通过 (tw zo) 的 解 ， 

对 于 初 值 问题 ,2=xz2,z(0) = 一 c, 6 为 实数 , 例 1.1 RHI 
了 可 能 依赖 于 。, 而 不 一 定 是 整 条 实 直线 . 

PHA i =v 2, 220, 2(0) =0， 在 (一 oo, 00) LAR r= 
0. 函数 


. 16> 


Je t>c>0, 
lo, te. 

EER AIEN Pees f TR, (1. 2) 也 未 必 只 有 一 个 解 . 

本 章 的 首要 目的 是 讨论 存在 性 ,唯一 性 , 解 的 延 拓 与 解 对 于 初 
始 数 据 和 参数 的 连续 依赖 性 . , 

首先 请 注意 ， 由 于 考虑 的 是 向 最 方 程 ， 因 而 不 必 考虑 兄 阶 方 
程 ， 事实 上 , Hy 是 纯 量 , aie dyd T 

JPF, y yea gO), 
¥P (60) =E F=0, 1, nl, 

于 是 在 令 c= (g, g”, 9), f= Ga Ea 0 te, PU, 得 到 等 
价 问题 


a(t) 


i=j ht, E), Cbg) = ep = (Flo Kao) 

此 外 , 在 讨论 (1. 1) 时 也 包括 了 实 变量 上 的 复 值 微分 方程 ， 因 
为 通过 取 实 部 与 虚 部 , 可 得 一 实 的 系统 . 

引 理 1. 1。 如 果 fF Ce, EK, 问题 (1. 2) 等 价 于 

art]! Fedr (1.3) 

此 引 理 的 证 明 是 明显 的 . 

定理 1 1。 (Peano) (FEH). mE f ED eS, WHE 
fil Cea, vo) ED, (1. 1) 至 少 有 一 个 通过 (#, co WIAR. 

EA 假设 0 与 8 是 这 样 选取 的 正 数 , 使 得 闭 和 矩形 BE ,所 
to tp) = Bm 有 一 人 bz :1E1 eej <P} AFD, HL 
1,(4o) = {63 |t #0] <a}. & M= supi |f (4,2) |, (¢,0) €B(@, B)}. 
MAR a 5 BER O<a<a, 0<, MISR. 在 多 (Ts RPE 
义 函数 集合 od = ut (G, BY, HP RED 6 PB (#0) 二 zo， 且 对 Tah 
MA IMA, Pol. RRR O RTRA CES, A 


与 有 界 的 . 
-17> 


对 于 . 中 任 一 办 由 下 述 关 系 式 定义 了 由 
24CD=m+| FCs, $ Cs) ds, 1EIs, 


根据 引 理 1. 1, 求 了 的 不 动 点 等 价 子 对 (1. DREMENE. BR 
在 我 们 用 Schauder 不 动 点 定理 断言 ， 在 . 中 外 有 不 动 点 . 
显然 对 于 中 的 各 78 ME Us, RID TO= 又 
对 于 #E1s, 由 于 BE, 8)CB(a, f), 
Taal <[f" Hf, slde| <M 1ta 
<Ma<s, 
FET: boat. LAFI HAR! 5T 
P6074) =| f° 106, 6€6))14s| <m- 


由 此 推 知 集合 T(t) 是 同等 连续 OBR, A Tod AOR 
的 。 

最 后 ,对 于 < 中 任何 5 与 而 根据 f(t,*) 在 Bla, B) 上 的 一 
至 连续 性 推 知 ,对 于 任何 >0, 存在 8>0， 使 得 只 要 对 于 中 上 所 
有 s。 有 1$(s) 一 B(s)| < 那么 对 于 [5 中 所 有 就 有 

1P6e)—PH(H)1<[f" It, $8)) f(s, Le)? lds 

eH i 

这 恰巧 说 明了 是 连续 映射; 即 ， FEM *>0， 存 在 4>>0 使 得 如 
RIJEI HITS -T SeT 

这 样 , Schauder 定理 的 所 有 条 件 都 其 备 了 ， 我 们 可 以 断言 £ 
有 不 动 点 ， 定 理 证 毕 , 

推论 LL WRVRDGFR, MOT WOM, HRD 
BER, UCV MARHE a>0 使 得 对 于 任何 初 秆 (to,m)ED, (2.1) 
有 通过 (to xo) 并 且 至 少 存在 于 区 间 boast Sto ta EMR. 
+ 18+ 


证 明 ASR. 的 证 明 、 不 过 需 用 对 5 与 私 进 一 
步 限制 , 以 保证 对 于 所 有 (to,x0)EU 有 BG, B, te, 2V. 

Peano 定理 不 用 Schauder 定 理 也 能 证 明 ， 我 们 来 说 明 一 种 
具体 作法 一 一 数值 分 析 中 的 Euler 法 的 思路 , 这 种 方法 在 于 把 区 间 
T= {t:|t—tol << 分 成 长 度 都 等 于 天 的 若干 设 ， 然 后 在 每 一 段 
上 用 直线 来 逼近 “ 解 ”. 比较 具体 地 说 ， 对 于 给 定 的 大 在 了 上 定义 
Awe: 

BME) = aot fio to) Eto), Bo Et th, 
P= PHA +S otk, $ (both) tih), 
tg thSt< int 2h, 
SS. HEC eH OOEDA, 可 能 需 把 a 取得 甚 小 . 从 图 象 看 ,这 
就 定义 了 一 个 折线 函数 , 如 果 (1. 1) 的 解 存 在 , 当天 Ehet, 折线 函 
数 应 近似 于 解 ， 人 们 可 选择 序列 { £8 b> 00 BY A, > 0, FEA 
Ascoli-Arzela 定理 说 明 有 子 序 列 6h KAFO 1) 的 一 个 解 . 

习题 二 1， 详细 地 用 折线 法 证 明 Peano 定理 . 

AM 1, MÈ- REAREA, 其 正确 性 由 存在 性 定理 1. 1 
推出 ， ` 


I.2. MHH 
设 $ 是 某 微 分 方程 在 区 间 了 上 的 解 ， 如 果 区 间 了 真正 地 包含 
了 在 上 有 有 定义 而 在 T 上 分 与 相等 ,又 名 在 了 上 满足 那个 微 
分 方程 ,我 们 便 说 5 是 $ 的 一 个 延 拓 ， 如 果 解 没有 延 打 , BLE 
BIB 2.1. MRD RO hae, DR te D LEST 
且 有 界 ,那么 对 于 (1.1) 的 任何 一 个 定义 在 区 间 (a,?) 上 的 解 BCE) 
存在 $e 二 0) 与 $(5 一 0). 和 如果 f(8，$(5 一 0)) 被 定义 得 或 者 能 
够 定义 得 使 (t,x) 在 (b, d(—0)) EH, MAA OAC 了) 在 
2196 


《6,58] 上 的 解 ， 对 于 左 端 点 4 也 有 同样 的 结论 . 
证 明 RNA RM (at 0), OFE. IFC, b) 
HHEN bo, 


IDEIEN) F, Ads ot 


而 对 于 afb 

142) 861)” ICs, $60) las Mtn), 
REMMESG, DIED LAELIA, Bi H t trato k, 
$(42) 9 (6) 0, Ati glat, Heie T E 
$(b-0) HE, 

引 理 最 后 一 个 结论 从 消 的 积分 方程 来 看 是 显然 的 

定理 2. 1， 如 果 刀 是 Rr*! 中 的 开 集 ，f:D>Rr 是 连续 的 ， 又 
ORG. 1) 在 某 区 间 上 的 解 ， 那 么 $ 有 到 最 大 存在 区 间 的 延 拓 . 
此 外 ,如 果 (o, DEL DHR T 的 最 大 存在 区 间 , WAH i>a k 
tb ATC, 2(z)) 趋 向 于 DD 的 边界 ， 

证 明 BE (4) 是 (1.1) 在 区 间 工 上 的 解 ， 如 果 了 不 是 最 大 
FEKA, WA s 可 以 引伸 到 真正 包含 了 的 某 个 区 间 ， 因 此 我 们 
可 以 假设 工 在 一 个 端点 比方 说 右 端 点 是 闭 的 。 我 们 先 来 证 明 = 可 
以 引伸 到 最 大 右 存 在 区 间 ， 因 此 可 以 假定 [=[a, b], Xa RTE 
引伸 到 fa, <e)， 向 左 引 伸 的 情形 ,证 明 是 很 相似 的 . 

BRVED PHAR, 其 闲 包 EDN, WURDHER, X 
UCV. 根据 推论 1. 1, MFR U BEAT OL, C1. DEREK ah 
SRA LAM eo ULV 以 及 f 在 上 的 上 界 什 所 决定 . 所 以 
如 果 a<t<6 时 z(t) MEU, 那么 z 有 到 区 间 [a, 5 十 a] 的 引伸 . 
HEU BER, 人 们 可 以 继续 这 样 作 有 限 步 , 一 直到 把 > 引伸 到 某 
个 区 间 fa, bo AB (bo, 200) ) 不 属于 还. 
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v 


Se, ED ERRAR R Va 使 得 LV。=D, HLP, E 
Ret a 


ARRE, HF n=1, 2，… 有 Pann HFEA n 有 一 个 
按照 上 面 的 方法 作出 的 单调 增加 序列 {5,} 使 得 QQ.1) 的 解 x(t)} 有 
到 多 间 [a, 5,] 的 引伸 , M On 200) PEA, AS LAR 
的 , 令 o=limb,. 显然 x 已 被 引伸 到 区 间 [a, o), 而 不 能 进一步 再 


引伸 , 于 是 序列 C6,, z(51)) 或 是 无 界 ,或 者 在 了 的 定义 堪 的 边界 上 
有 极限 点 . . 

定理 的 车 后 一 个 结论 可 以 直接 由 引 理 2. 1 推 知 . . 

JA21 HFA: 与 2 SEER F(t, 2) 的 这 样 例子 , E 
在 开 的 有 界 连通 集 加 上 定义 而 且 连 续 , 然而 不 是 (1. 1) 的 每 个 不 可 
延 拓 的 解 儿 在 定义 区 间 (w LA 6+ 45 (5—0). 

上 述 延 所 定理 可 用 到 具体 例题 去 检验 有 否定 义 在 大 时 间 区 间 
上 的 解 。 例 如 车 需 说 明 某 解 定义 在 区 间 (to cc) 上 , 照 下 面 这 样 作 
BATT. ROR PAM FCO, e) 00) 中 的 iE 5 elca E 
JE, REM ART OMS Ae LT i Ct) 值 满 足 
le pca, BA 2(t) 必然 在 [toco) 上 有 定义 .事实 上 , ER 
T> RUB Poycah y, RBH 六 = (个 :< 
jzj 和 ?} f(a) HED LAR, MEI ae BREE =( 七 可 以 延 扫 
BD, 前 边界 ,但 由 Pp 之 8 推 知 ，z(#) 所 到 达 的 边界 点 正好 在 由 
t=T 所 了 确定 的 这 一 边 ， 因 此 =( 本 存在 于 io 所 i<T， 由 于 了 是 任 
党 的 , 这 就 证 明了 前 面 的 断言 . 


工 3， 唯 一 性 与 连续 性 
在 rt! 中 的 区 域 D 上 定义 的 函数 ,2%) 称 为 对 < 局 部 地 满 


ws abuse 


(fG,2) fE, DiSkela—g HU p G, ee, 办 成 立 ， 如果 
了 (8,z) 在 至 内 有 连续 的 对 x 的 一 阶 仿 微 商 ， BBA f(t.) Rf 2 EB 
地 满足 Lipschitz 条 件 . 

BOR f(t, 在 区 域 吕 内 连续 , 则 从 基本 存在 性 定理 推 知 (1. 1) 
至 少 有 一 个 和 解 通过 忆 内 的 给 定点 (如 ,zo)， 除 此 之 外 ， 再 假设 仅 有 
TRC E toto) 通过 也 内 的 给 定点 ， 对 于 任何 Go, 20 ED, A 
alh tot) AOA EEE E ALE (a ($0, 00), b€to,20)), XER hA 
集合 

B={(#, to 0) 24 (bo, E EO (tomo), (aom) ED}. 
HF E pH CE, toxo), Mt EMA REBT Peat, da Ce, ace, 
to,zo)) 给 出 的 Ret! 中 的 点 集 称 为 通过 (to, to) 的 轨 线 . RA ER 
为 =(b torg) 的 定义 域 ， 

VA f(t, 0) @ MRA Lipschitz 条 件 为 假设 的 基本 存在 
性 与 唯一 性 定理 ， 通 常 被 叫做 Picard-Lindeléf 定理 ， 这 条 定理 
以 及 附带 的 信息 被 包含 在 

定理 3.1。 mA fC, e) 在 刀 内 连续， 对 xz 局 部 地 满足 Lip- 
schitz 条 件 , AHF D HEEG 2), (1. 1} 有 唯一 的 通过 (to,z0) 
AYRE alb, tosto), 2 (bos tozo) =20, HEH, Malt, toso) HEL 
WREE R 中 的 开 集 ,z(f, to, t) EER. 

证 明 SE 1.1 EM p a E ISIC) Bia, p, 
tot), MEDMOEMBENAMARTRU, GRIER 4 p, tE 
WFO PBA (to, Oo) ME, BG, p, to, oo) RF Ds ME 

V= UAB, P, to)? (to tO EU Pa}, 
WV KARBE D K. EM =sup{i f(t, £) |, (4,0)EV}, XIR k Æ 
FE EV Ett x fy Lipschitz 常数 ,选取 5 与 5, 使 得 0 二 a<a， 
O<B<f, ME<B, kicl, 又 令 F={$EG (z0, R"): $00) =0; 
对 于 E150), ISO) <A. MEER EF, ELB IORA 
. 22s 


Ry Sea MTS 
mow= |T Fs, 6st) te) as, ERO GD 


RRIA 11,7 BRAM AS O DHR et) =p — to) + 
wo 相同 , 此 解 通过 (to,#0), 而 (t,，208)) 在 BEB, bom) A. 显然 ， 
T$(0) =0, 又 容易 看 出 对 于 所 有 tEIz(0), ITA) <Ma<8, A 
W, TAEZ, kth HF EIO), 1PAC)-TS(D Shad —4 |, 
RE RITS-TS|<kal|o—-9|, H FIC ik T EAFA 
FRM, ADF RAR, FAT 在 哆 内 有 唯一 的 不 动 虚 
lt, ioa), FÆ. 1) 有 唯一 的 通过 《to,z0) 的 解 ， 并 且 (t,x(1)》 
MF BG,B, to, a0), 

如 果 把 映射 卫 当 作 (to, zo) 的 一 个 函数 ; 也 就 是 说 了 了 = 了 Tz。， 
则 上 面 的 论证 说 明 对 于 ( ,#0) CU, Po ewe LRR ER. 从 
定理 0. 3.2 BR. OC, to X00) 是 (0, #0) 的 连续 函数 ， 这 意味 着 
OC, to, zo) 是 (如 ,20) 的 对 一 致 的 连续 函数 . (OCH, to, zo) 显 然 
对 连续, 因 之 它 是 (5, to, 7X0) 的 连续 函数 , 这 里 LETT (0), (to, 20) 
CU, FAM, s(t, to Co) =PGCE— boy bo, Zo) 十 zo Æ (t, to, £0) 
当 tEIg (to), (to, £o) EU Bt AE SER, 

由 上 述 局 部 唯一 性 的 证 明 可 推 郑 整体 唯一 性 ， 事 实 上 ， 如 果 
(CL. DARE oe (0) = 200, yC bo) = Fo AURA (2) y), Be 
8 使 得 2(s)=y(3) 而 在 s AOE RR PAA s HG ols) Hy Cs), 
那么 对 于 s 的 菜 个 邻 域 中 的 我们 可 以 把 由 2 站,Y( 丰 所 定义 的 
轨道 包含 在 某 个 全 部 被 包含 于 也 内 的 紧 集 5 中， 但 土 面 的 证 明 指 
出 (1. 1) 通 过 已 由 任何 点 只 有 唯一 解 , 这 就 产生 一 个 予 臣 . 

现在 假设 (s, to, #0) 是 w(s, to zo) 的 定义 域 吾 中 的 任意 给 定 的 
点 ， 为 使 记号 简易 ， 我 们 假设 o> bo, s< t 的 情形 可 按 同样 方式 
ADI, FAME U=L(s, tlt, to,%0)); besSH RATE, 因 
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而 用 前 面 的 绪 果 可 以 看 出 (t, E, ME E MEE] <a (En) 
CU By Wo Se Be, PTE EE ek RAR bo tha a> tot (e—a 
DZ, RAB, FRaes+ tot B toy eo) =r(t tita, tH, 
So t+G, to, co) MER t 成 立 ， 而 由 前面 的 说 明 得 知 这 个 函数 当 
li Se BER, FR ABC, t,o EE, MA rlé, tor) 4 |S—to| 
<25, (jzo)EP 时 的 连续 函数 ， 用 明显 的 归纳 法 便 证 明 rls, to 
zo) 在 a 的 连续 性 .从 前 面 的 论证 还 可 推 知 召 是 开 集 ， 这 就 证 明 
Tee. 

定理 3. 2， 如 果 在 定理 3. 1 RI Pe ff (t,x, A) 
依赖 于 在 局 中 的 闭 集 @ 内 取 值 的 参数 4, EFD ph (所 2) 
5G 中 的 1 连续 ， 具 有 与 G 中 4 无 关 的 、 对 于 z 的 局 部 Lipschitz 
常数 ， 那 么 对 干 每 个 (to, JED, AEG, AAEM FB (to, x0) 的 解 
ELE, bos Los A). 《Tio, tos £o, A) 二 20)， 它 是 在 定 文 域内 (4 bo, za, A) 
的 连续 函数 . 

证 明 证 明 与 定理 3.1 的 证 明 实际 上 是 相同 的 ， 只 十 需 取 
M=sap{if (te, A): a, AEG Bk AYT AR E 
V xG, 上 对 于 = 的 局 部 Lipschitz 常数 ， 这 里 的 Gi 是 GG 中 任意 的 
HARE, 

由 于 压缩 原理 在 定理 3.1 与 3. 2 中 被 办 来 证 明 通 过 (40,20) 
的 解 的 户 部 存在 性 与 唯一 性 , 于 是 可 用 逐次 逼近 法 求解 


2D, n=0,1, 2 e, 
a (3. 2) 
Te =mt f fedo, jtt) <a, 


这 里 的 ORERE] tl <a lOe <8 AY, eA 
lè— io SGBRA R HES HR ARa, Bw Ma<e 与 
k<, Hp Mg RRR ESG oS F(t, oe 
的 Lipschitz WM, 2 Ce) BRAT RAM BM ro ME. 如 果 直 接 
2- 24 v 


RKB. 2), ATLA ME AG (hie Sem yA. 1) EE Bt tl 
<a RE, XB AGRE MIA 而 不 需 限 定 三 一 1， 由 此 看 
ROPE RD RRA, BEER 0 章 中 我 们 是 有 意 
SEEM RRR AEM, TPR, BERRA 
到 在 对 于 ft tota] 中 的 上 满足 ly(t) 一 zol <A IER RAE 
BLE, 存在 许多 等 价 的 范 数 就 可 解决 它 . 事实 上 , 由 

jzl= sup fe*E* an 4) 1} 


所 定义 的 范 数 | | 等 价 于 前 面 用 到 的 上 确 界 范 数 、 而 采用 这 种 范 
数 以 后 , 容易 说 明 只 要 假设 M<, 7 LE, MEE EKE 
近 法 的 绪论， 你 怎样 在 [to 一 5 to] LUE LRH Bt 

关于 逐次 允 近 靶 的 要 说 明 的 另 一 事项 是 ， 对 于 任意 满足 适当 
的 界限 的 初 值 z9)， 由 (3. 轨 定义 的 序列 总 是 收敛 的 ， 如 果 ea) 
选 得 比较 巧妙 , 序列 就 收敛 得 快 ， 特 别 若 x*(#) 取 为 解 本 身 ,一 次 
迭代 便 得 到 不 动 点 ， 要 有 效 地 使 用 这 个 方法 , 必需 熟练 的 技巧 . 

习题 3.1。 直接 证 明 逐 次 逼近 序列 (3. 2M MISA Wem, i 
HMA f PEACE, 2) 2] ¢ to] <a, |e —ay|<B} EMF. 

下 面 我 们 介绍 关于 解 对 参数 与 初 值 的 依赖 性 的 另 一 些 结果 . 

定理 3.3， 设 (所 2)ED，MEGCR,G 是 一 个 开 集 ， 如 果 国 数 
Fa, 办 对 于 到 4 的 一 阶 偏 导数 连续 , 则 方程 

z=f(1,7, ND ` (3.3) 

的 满足 z( to, toy zo 4) =s ROME eC, boy to, 4) 在 定义 域内 对 于 t 
toto A 连续 可 微 . 矩阵 3x (E, tos zo A)/9A 满足 Sa CLo, to, £0, A) 194 
=0 及 矩阵 微分 方程 
BE tn BUA boo A), A) y 4 BFC aC, fos Tos DA) (3.4) 


j= 
HERE 32(4, bo, Bo, 4)/270 满 足 In (bos to, So, 加 /9xo 二 I( 单 位 方 阵 ) 
到 线性 变 分 方程 


«ae 


y= of (4, x tdo 24). A) y, (3.5) 
并 且 ， 


rb to rd) __ 2At, to, Bo, A) 
son Ba F (40,2, A). (3.6) 


证 明 和 像 定理 3.2 一 样 . 我们 应 用 第 0 E.R = 
(2o, 2), 而 全 = 人 了 ,由 (3, DAEX, 那么 必 须 计 算 也 4 对 于 yd 的 
导数 ACY,$)、B(Y, 乡 ). 容易 证 明 . Al, 办 可 表 为 wx (十 机 
SBE 


AQ DD =[ f Fiter ban DV, 


mee bls =) +0, Dyas), 


而 微分 By, HY 由 
[BC 8) 916) = [PEC PC) EoD yayda 


给 出 , 

如 同 在 定理 3.2 的 证 明 中 那样 ， 相 对 于 集合 xG 来 选取 常 
BM k ZEH G 是 G 内 的 闭 有 界 集 ， 这 样 一 米 , ACL, o o A) 
对 于 wo、4 的 可 微 性 的 证 明 便 恰好 按照 定理 3. 1 的 证 明 来 作 ， 画 
Be a(t, ,zo 和) 二 四 (一 向 ozo, A) Hao WARTEC, wo, 4) 可 微 . 

得 知 可 后 性 以 后 ， 便 可 直接 推出 关系 式 (3. 4) 与 (3.5)， 为 了 
得 到 关系 式 (3. 6), 注意 从 解 的 唯一 性 推 知 对 于 任意 充分 小 的 闫 有 
EC, toto A) =2(t, loth, (bo 十 到 fn £o, A), 加， 原因 是 这 两 个 函 
数 在 1oT 大 都 满足 方程 并 且 取 相同 的 值 ， 由 此 得 

glt, toth, So, A) 一 条 (人 bo, Bo, AD 

Had, to Hh, So, A) ~x (E, both, æC +h, be, Bo, A), A). 

MT w(t, tos fo, AE b ATH, LEAG. 6) 成 立 ， 这 就 完成 了 定 
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理 的 证 明 . 
对 了 作 相应 的 息 定 以 后 , 反复 应 用 上 述 定 理 可 以 得 到 x(t; 名， 
oy A) ADRS SEB. 
习题 3. 2， 如 果 f(#,x) 对 z 的 含 导数 直到 上 阶 都 是 连续 的 ， 
TEAC. 1) 的 满足 (to fo zo) = co BARE TCE, to, a) 有 对 mo Ky k t 
连续 导数 ， 试 求 对 mo 的 了 阶 导数 所 满足 的 缴 分 方程 ， 并 且 注 意 ， 
在 zo MY SBR IN w(t, to, 9) Mg 的 Tayior 级 数 只 要 通过 求解 非 齐 次 
线性 方程 就 可 得 到 . 
JASS. WRS E) Ie EE r 的 邻 域内 解析 说 明 存 在 包 
A te 的 区 阿 ， 使 得 习题 3. 2 中 的 函数 rC, to zo) 在 xo 的 邻 域内 
解析 . 
JASA mË SO, w DM 2A 的 偏 导数 直到 阶 都 是 连续 
的 ， 证 明 (3. 3) 的 满足 z(to to, £o, A) 二 zo 的 解 Ct, fo, £o, A) 有 对 
zo 的 记 阶 连续 导数 ， 求 对 4 的 偏 导数 所 满足 的 微分 方程 ， 讨 论 
在 基点 邻 域内 确定 Taylor 级 数 的 方法 . 
习 息 3. 5， 如 同 习题 3. 2， 讨 论 当 f(a, a) 满足 某 些 解析 性 
条 件 时 LCE, bo, ro AR A ROAR BT HE, 
习题 3.6. ERKI AO HERAA Fi, E= 
(ACE) + ABCA) a 的 解 是 4 的 整 函 数 ， 你 能 推广 这 个 结论 妈 
习题 3.7， 假设 了 (4, z, DEOS, zgE( 一 o0, oo) BE 
E ALI e, y 的 一 阶 导 数 过 续 , 又 边界 值 问题 
#=flt,¢,4), x(0)=a, x(1)=6 
在 0<t<s1 时 有 解 , 如 果 对 于 ECO, LI RO ay 有 Ift, æ, y)/ax 
0, 证 明 存在 *>0 使 得 边界 值 问题 
#=f(t,2,%), x(0)=a, x(1}=p 
对 于 0<tsl 与 1 一 5|<s 有 解 ， 提 示 ， 考 虑 初始 值 问题 
=f t,x, č), 2(0)=a, £(0) =a 


HOR YUE, a), A HCE, a) =E(L), HEREIN ado Ct, 内 
ORL MEE, MR u(t) =p (t, a) /20, 则 
aft, 60D,8CD) 244, (1), HO), 0. 
ë Oy u% oe u=0, 


且 2(0) 二 0,%(0) =1。 JEHA u 单调 非 减 ,并 由 此 得 wx(1)>0， 再 用 
隐 函 数 定理 从 #(1,o) — 8 =0 解 出 a 作为 8 的 函数 

方程 (3. 5) 称 为 线性 变 分 方程 , 这 是 由 于 下 述 理由 . mR ael) 
=A) HEC, fo, Zo, ADE C3. 3) HIRR, M) 


D+ BEC tas Boe A 64, aE torte AD, AD 


由 此 推 知 当 1z(1)| 趋 于 零 时 
UDJES Z F.C 4, boy So, AD, AI—F( 4, BCL, tos Eo, A), A) 
Pf UE, tos B04) A 504) 001201). 
ot 


于 是 方程 (3. 5) 表 示 (3. 3) 的 真正 解 与 给 定 解 z(t, to, ao, A) ME% 
2(4) 所 满足 方程 的 一 次 近似 ， 线 性 变 分 方程 是 在 z 的 方程 中 忽略 
掉 高 于 一 阶 的 项 之 后 得 到 的 . 

定理 3. 1 与 3. 2 关于 lt, fo, a, 人 的 连续 性 质 的 结论 在 比 所 
述 的 要 弱 得 多 的 假设 下 也 是 正确 的 ， 事 实 上 ， 如 果 我 们 假定 解 
z( 如 to) 唯 一 ( 当 对 zx 局 部 Lipschitz 条 件 满足 时 ， 就 意味 着 它 
成 立 ), 则 可 以 直接 证 明 它 必然 对 (和 fo, so 连续， 在 研究 微分 不 等 
AM, 需要 一 个 这 样 的 结论 , 现在 叙述 如 下 ; 

引 理 3.1， 假 设 {fn},2=1, 2, LE RY! 内 的 开 集 刀 上 定义 
而 且 连 续 的 函数 序列 ， 又 在 忆 的 紧 子 集 上 一 致 地 有 limf, = fo. 假 
BE ta, ote) DGD BAPTA, 当 n> co HFC BETA D ATHY (to, ao), X 
HE a(t) 2=0, 1, 2, EDE =F, (t, VREA tes so) 的 解 , 
和 如果 DENEL 5] 上 , 并且 唯一 ， 则 存在 整数 m 使 得 对 每 一 
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个 nize, $4) 在 [a,5] 上 定 文 ,并且 在 [e,5] 上 一 致 收 全 到 加 (二 

EM 设 U 是 DD 的 紧 子 集 ， 在 其 内 部 包含 集合 {Ct H), 
at 外), 又 假设 在 如 上 || <M. MA my 充分 大 而 n>n 时 , 必 
然 有 |f| 二 寻 ， 象 基本 存在 性 定理 证 明 中 那样 选取 雹 以 带 Ma 
SB, TRENT COA n E PELi 村 十 天 上 定义 .如 
果 [6, ¥]= NE, tatal MU ty to BORG Oy, FIM, 对 充分 


大 的 ;所 有 的 页 EXEL vLE, AF fl, Fb.) —K 
有 界 且 同等 连续 ， 于 是 存在 子 序列 ， 在 [6, y] 上 一 至 收敛 , 我 们 仍 
把 这 个 子 序列 记 作 :$。, 把 它 的 极限 函数 记 作 5， 利用 积分 方程 . 我 
们 看 出 外 便 是 bo, HF S$, 的 每 个 收敛 子 序列 在 [6，y3 上 也 必然 
EAR bo BIE $4 的 唯一 性 ), td, ÆU, PIEKAR do BF 
对 [6, DIAM t, BALE. S(t} BRA, 相继 在 长 度 为 > 一 6 的 区 间 
土 进行 论证 , 直到 [a, 51 被 复 盖 为 止 , 便 可 完成 证 明 . 

定理 3, 4. 假 设 当 (5，z) EREDA T AER A HBR 
内 时 ,了 (5 2, 力 是 (62, 加 的 连续 函数 ， 如果 z(t， fo, fo, Ao dE 
(3.3) 在 [a,5] 上 满足 2(#o, to, To, An) = to 的 解 , 并 且 唯 一 , 则 (3. 3) 
AWE als, 8,9, A) =n HOM LCt, sm A), CHATENET bo, 0, 
如 的 所 有 s, n, AWARE Co, 68] 上 有 定义 ， 并 且 是 (4s, 1, AHE 
Ct, tc, To, 0) 的 连续 函数 . 

WA FIRS 1 RRA w(t, 8, 9,0) 8, 14 TE by, wo 加 的 
WF a, 8] 内 的 上 一 致 的 连续 函数 ， 于 是 对 于 任意 e>0, A 8> 
GEMINI | (8,1, A) — (bo, wo A0) |<, A 


ICs, 8,9, w(t, to, bo, ANE. 
由 于 (4 toto, MÈ t 在 [ea 区 内 的 连续 函数 ， 存 在 5 使 得 如 果 


1t 一 rl<<6» 便 有 
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tat, bo, £o, Ao) ar, bo, Lo, Ao) <£, 


& 5 二 min(61, ô). 于 是 只 要 |(s, 9, A) — (to, o Ao) | + [8-7 1<4, 
EA 
i Iz(t, 8,9, 4) — ECE, to, xo, Add | 
< lelt, 8, n, A) — xlt, to, to Ao) | + [2C Eo, Zo, A0) 
—a(r, to, £o, Ap) | <e. 

这 就 证 明了 定理 3.4, 
BAR. ERLE LRIERHTDHEEN On a), FRAD 
有 唯一 解 +(#, to, zo)， 此 解 是 在 定义 域内 (#, fo,x0) 的 多 元 连续 函 
数 。 如果 elt, to zo) 在 区 间 [e, 妇 上 存在 ， 则 有 x HRE U Co), 
对 于 U(xo) At Hla, STS t, Mol, toe DEE. URE 
的 t Sle, 的 中 的 每 个 六 函数 elt, to *) 可 以 看 作 由 (20) 入 w(t， 
bnc RRRA T. WERE kH T, 是 一 对 一 的 , 并 且 连 
BRT at =al 2"), FRED ARSE, eR 
BT, BT. 

现在 我 们 可 以 定义 (1. DARET. ROR PAPER, 
Mo: RxU>R WE: (FU ARH c, $C, JAG. DM 
解 ; (0 对 于 五 内 任意 的 fo， 映射 (to, -): UR QI, 这样 
的 函数 $ 叫 数 (1,1) 的 (局部 ) 通 解 。 


L4 连续 依 赖 性 与 稳定 性 

WRB Re F(t, 2) R 内 所 有 (#,%) 有 定义 ,对 于 (一 oo, 2) 
PA t fC,0)=0, RINRBBHBE=Sf(t 2), MFR ALE 
意 (to，zo)， 我 们 假设 此 方程 有 满足 of 加， to 2o) 一 zo 的 唯一 解 
(ty boy ta), BER MIRAE, 如 ,szo) 的 多 元 连续 函数 ， 由 于 对 所 
。30 。 


At f(t, 0) =0, 推 知 x=0 是 (一 >，co) 上 的 解 ， 连 续 依赖 性 
的 假设 意味 着 给 定 任意 实数 o RTS, BEST) 0 使 得 满足 
|mal 和 6(2) 的 解 z(t, to, zo) 存 在 于 [to, b+ FIL, HEA || oO 
时 在 [和 bo + TILA # 一 致 地 有 |z(4, fo, 20) | 一 0， 换 名 话说 , 给 
RAER TOO 与 任意 e>0, TELE S=d(e,7, to) EAM CE, to, zo) 
BEF I=[b, to+T], BRB |r] <ôle, T, to) 就 在 7 上 有 
laCt, boa) [<e. (WE 4. 2), 


B 14.2 

LRM MF HE a=? 详细 讨论 对 初始 数据 的 连续 依赖 性 的 
BM B= 0 且 令 mo 一 .这 个 方程 的 解 (4, bo, mm) =i, 0,0) 
是 z (6,0, e)=—e/(ct-1), 由 唯一 性 推 知 它 是 满足 x(0)=c 
的 解 。 显 然 ?(4, 0 2) 在 定义 域内 对 t,e 连续 , 由 于 z(t,0,0) =0， 
这 意味 着 对 于 任意 >0 与 任意 e>0, FE =se, T) >0 使 得 如 
果 je1<6 就 有 |z(E 0, lce, ô ERKE 满足 6/ (1 一 67) =e, 
当 了 了 增 大 时 ,6 必然 碱 小 ,而 且 事实 上 当 了 一 ce 时 6 必定 趋 于 0. 这 
意味 着 z(t,0,c) 对 c 的 连续 性 相对 于 无 穷 区 间 [0，co) 内 的 1 不 
是 -- 致 的 ， 对 于 这 个 方程 ,甚至 没有 满足 *(0) =e 的 解 在 在 于 

[0, e°) E, 
虽然 对 参数 与 初始 数据 的 连续 依赖 性 是 重要 的 ， 但 如 同 土 面 
所 指 其 的 ， 它 只 给 出 了 有 限时 间 区 间 上 的 知识 ， 一 个 更 加 重要 的 
概念 是 在 无 限时 间 区 间 上 关于 初始 数据 的 连续 依赖 性 ， 它 就 是 稳 
定性 的 概念 在 这 一 节 的 剩 下 部 分 里 ， 我 们 根 设 了 充分 地 光滑 以 
31e 


保证 存在 性 , 唯一 性 与 关于 参数 的 连续 依赖 性 ，_ 

定义 BYES: [0, oo) xR oR. Bi fla), Bw 
LECO, 20) f(8,0)=0, WE e—0 RRA Liapunov BEN, 如 果 对 
于 任意 e>0 与 任意 0, 存在 5=5(e, i), 使 得 1xo| 二 6 意味 着 
4E[to ce) 时 |z(t to, zo) <e, ME2=0 称 为 一 致 稳定 的 ， 如 果 它 
稳定 ,并 且 6 可 选取 得 独立 于 ioz0， 解 = 0 称 为 浙 近 稳定 的 ,如 
果 它 稳定 ， HAE O=0(t), 使 得 |z0o1<5 意味 着 tooo ht - 
lelt, to, to) |>0, SF x==0 称 为 二 臻 渐 近 稳定 的 ， 如 果 它 一 多 稳 
X, HAT ae X TPH bE RF b> 0, 而 且 对 于 
PHO, PETIM, ER el ORY > to PCH) 
[2Ct, bo. molan, A r= 称 为 不 稳定 的 , 如 果 它 不 是 稳定 的 . 

从 图 象 上 说 ,稳定 性 与 上 面 的 图 相同 , 只 是 解 当 1> th oe 
在 半径 为 > 的 无 穷 长 圆柱 内 . 

对 于 方程 的 任意 一 个 另外 的 解 FC), 在 用 至 十 # RE CLUE, 
讨论 方程 9=f( 4,3 十 四 一 从, 动 的 零 解 ,我们 就 是 讨论 TOHA 
定性 与 新 近 稳 定性 了 , 有 关 性 意 解 3(#) 的 稳定 性 的 各 个 定义 与 上 
WHA, RAR -ERE r. 

引 理 4.1， 如 果 系 统 (1- 1) 是 自治 的 或 对 为 周期 的 , 则 (1.1) 
HR c= 0 是 稳定 的 ( 渐 近 稳定 的 ) 这 个 事实 意味 着 x 一 0 是 一 致 稳 
定 的 (一 致 浙 近 稳定 的 ). 

习题 4.1 证 明 引 理 4. 1. 

习题 4.2， 讨 论 方程 多 = el —z), Bt+e=0 5 ätt 
a 的 每 个 解 的 稳定 性 与 渐 近 稳定 性 . 其 中 最 后 一 个 
方程 有 解 族 x 二 csintet +d), 这 里 的 c,d 是 任意 常数 . 

上 面 定义 的 稳定 性 依赖 于 加， 是 否 意味 着 解 z 一 0 对 某 个 to 
值 是 稳定 的 , 而 对 另 一 个 4 值 却 不 稳定 呢 ? 回答 是 不 ! 当 uht 
时 ,直接 从 对 初始 数据 的 连续 性 可 得 到 这 个 结论 , 事实 上 ,=*=04 稳 
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定 意味 着 存在 (to, e)>0, GEAR HA lay] <o ©) a SA > to H 
a(t, tyzo)| 一 *。 对 初始 数据 的 连续 性 意味 着 存在 6 = (te， 
to, 8) >0, $f lr i (6), HER AES FBT lect, tad |< 
Oty e), Tid, AB lm l<di (te), t> t MRA let, tc) |< 
st 五 面 言 稳定 . 4 丰产 志 时 ,没有 这 么 明显 ， 令 V(t,e) 一 
{rER": c= a(t, tor 2), zo 在 中 心 为 零点 半径 等 于 6(to, se) 的 开 
BRAY. BP wR elh, to ALI, EE SC e), 使 得 x: lel 
<4 Ct, HCV (te), IHE (te), 4 eb Bla] <8, e) 
时 , lelt iele 期 对 a MBE. 

习题 4 3。 在 上 述 解 zx= 0 浙 近 稳定 的 定义 中 ， 我 们 假设 了 
2z=0 稳定 , 并 且 初 始 值 在 零 的 邻 域 中 的 解 当 >o 时 趋 于 零 ， 是 
否 可 能 ==0 不 稳定 但 却 具备 后 一 性 质 ? 说 明 车 x 是 纯 量 , 这 不 可 
能 发 生 ， 请 举 出 所 有 解 当 too 时 趋 于 0 但 =0 不 稳定 的 二 维 
例子 ,能 否 给 出 二 维 自 治 系统 的 例子 ? 

在 这 里 详细 讨论 稳定 性 是 不 适当 的 ， 但 我 们 还 要 不 断 阐述 这 
PWS HOE ER. 


工 5， 微 分 方程 概念 的 引伸 
在 II 节 中 ， 徽 分 方程 是 对 连续 向 量 场 了 定义 的 .作为 直接 
的 后 果 , (1, 1) 的 初始 值 问题 等 价 于 积分 方程 


xb 一直 f(s, 2Cs))ds. (5.1) 


PSE FST EAR ES BS, 另 
一 方面 , 如 果 不 要 求 z 有 连续 的 一 阶 导数 ，(5. 1) 显 然 对 比较 一 般 
的 一 类 函数 了 也 有 意义 ， 本 节 的 目的 是 对 一 类 函数 了 精确 地 叙述 

这 些 想法 . 
假设 也 是 RP AIR, af: DR 不 一 定 连续 ， 问 题 是 
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求 定义 在 实 区 间 By kh ESE eo, ET ABS Ce, 
x(#))ED, 并 且 

a(t) = f(t, ea) (5.2) 
对 了 内 除开 一 个 Lebesgue 测度 为 零 的 集合 以 外 的 所 有 +t 成立. 
如 果 这 样 的 函数 z 与 区 间 了 工 存在 ， 我 们 说 是 (5.2) 的 解 ，(5. 2) 
的 通过 (to, to) 的 解 是 它 的 满 是 z(t0) =zo 的 解 s。 我 们 将 不 重复 
地 说 “除开 在 一 个 Lebesgue 测度 为 堆 的 集合 上 ?， 因 为 它 总 是 被 
认为 显然 成 立 的 . 

Ri DERAHE. 我 们 说 f: DR DEBE 
Carathéodory 条 件 ， 如 果 对 于 每 个 固定 的 sma 了 对 上 可 测 , 对 
于 每 个 固定 的 了 而 言 了 对 xz 连续 ,并且 对 于 万 的 每 个 紧 子 集 乙 , 存 
在 可 积 函 数 mo (i) 使 得 

lf |<m(4), (4, 2) EU, (5.3) 

对 于 在 区 域 D 上 满足 Carathéodory Aft Ame f, #1 与 2 
池 中 的 结论 不 需 改 变 便 成 立 ， 如果 函数 S s) 也 是 对 4 局 部 地 
WE Lipschitz 条 件 , 并 且 Lipschitz 函数 是 可 测 的 ， 则 解 的 唯一 
性 仍旧 正确 ， 这 些 结果 叙述 在 下 面 ， 但 是 只 给 出 存在 性 定理 证 明 
的 细节 ,因为 其 它 的 证 明 实 际 上 是 相同 的 . 

定理 5.1. (Carathéodory). sR DE R 内 的 开 集 , 而 了 
在 D 上 满足 Carathéodory 条 件 ,出 对 于 口内 任意 的 (#0, £o), (5. 1) 
有 通过 (fo zo) 的 解 . 

证 明 Rika, 8 是 这 样 选取 的 正 数 ， 和 矩形 Bla, B)={(t,2): 
[é—tol<o, e-n SEEDA. LEl [ft] <a}, m= 


Manm MOES! ms)ds， 选取 区 BMRA Oaa, O<F<B, 


当 Elz 时 MOSE RARE Uz, RAR AC to) =t, Elz 
MIG- SE MRS HEA, AEC, ROHA EAD 
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子 集 . 
对 于 以 内 的 任意 办 ELAR T 为 


TY) zotf Fo, $s) ds, 到 


了 了 在 以 内 的 不 动 点 与 (5,2) 在 内 的 解 相同 现在 用 Schauder 定 
WENT AANA A. 

对 于 必 内 性 何 细 由 于 fs. 6) eA STR, RFP 
是 意义 明确 的 。 又 T8(io) =a, FEA Erz ki TAER. AA 
《5,3), 知 


ITS -alsi IFC Das 


<f, m(s) ds| = MCB 


对 所 有 El 成 立 ， 因 此 ,7s at ot, 
HETEL LER ERE WR 如 El， be OE, 则 由 于 
对 得 个 固定 的 i fO DE e MOREE, Habe IEI 4 n> 
co ASCE, BNO, SCD). MELA, B) En, 
Lebesgue 控制 收 全 定理 意味 着 对 Iz 内 每 个 4, H n00 时 
fifa] Fee, dds. 
REATHA. 
HFAA G, 
ITS -TEDI <| MD) -M| 
he 内 所 有 te 成 立 ， 由 于 以 在 到 bE% CBES, FE 
Pol BB Ea, PEERS, 它 还 是 一 致 界 集 ， 这 证 明 Tat 
是 相对 紧 集 , 于是 是 完全 连续 的 ，Sehauder 不 动 点 定理 意味 着 
在 .内 存在 不 动 点 ,定理 就 证 明了 . 
25.2. WERDER ya, f iD Lie Carathéo- 
+ FF + 


dory 条 件 ,而 用 是 (5, DME LU LRR OO REE 
AOEH. HE WROD) 26.2 的 最 大 存在 区 间 ， 则 当 to 
与 1>6 时 ,w(t) 趋 于 DD 的 边界 . 

ER ”实际 上 与 定理 2. 1 的 证 明 相 同 。 留 给 读者 去 做 . 

ERS.. PEDE R KMF, f ED LPE Caratho- 
Gory RE LHF DAE TER U, ETBUR M ku (1) 使 得 

Ja) Fg) <ke(Dla—al, 
(2,260, (t, y)€U. 

则 对 于 如 内 任何 (to, m)，(5.2? 有 唯一 通过 (fo， a) HRC, to, 
zo), TERY Beat, to to) AYE LI EI R, M CE, to 20) 
在 加 内 连续 . 

证 明 ”实际 上 与 定理 3. 1 的 证 明 相 同 , 细节 留 给 读者 去 做 . 只 
需 如 定理 5.1 的 证 明 中 那样 到 (4), 令 KC)= accn(s)ds， 
RHR, 使 得 0<a<a，0<B<p， 且 使 EIM) ISE, 
IE(DNI<1. 


MACE) x n REDE, ACLS SORE A LET 
Fits n BE. 系统 


(5. 4) 


=Alle HRA) (5.5) 
MÆ Carathéodory 条 件 与 (5 4) 因此 ， 它 的 初始 值 问题 有 唯 
一 解 . 


工 6， 微 分 不 等 式 
设 Di 表示 函数 的 右 导 数 、 如 果 ot, a) BE tu 在 某 个 开 
连通 集 台 内 的 纯 量 函数 ， 我 们 说 aed PBR ot) 是 微分 不 
FR 
D,v(t) Solt o(4)) (6. 1) 
-j+ 


在 [4,8) 上 的 解 ,如 果 v(#) 在 [4,5) 上 连续 , 并 且 有 在 [9,8) 上 满足 
《6. 1) 的 右 导数 . 
引 理 6. 1， 如 果 z(t) 是 a<t<<b hiss TR ih ne BB 
Be. WD Aet) | AEF o<t<b 上, 并 且 a<t<5 时 |D,|zx(t)1| 
<li). 
VERTEBRA rE r u 与 0 一 9<1A>-0, 有 
jet Ohul — |@2-+6hul <(1—6) lal. 


因此 
[Ea dd ed EA WE dt 
[Et 
即 差 商 
ls+iu | — |x! 
h 


是 产 的 非 减 函数 ， 而 且 这 个 差 商 有 下 界 一 1e1， 所 以 ， 
lim jæ hel — lz] 
ao h 
FE. 
如 果 Ia 4<2 连续 可 微 , 则 上 面 这 个 关系 式 意 味 着 
lim OHIO] 


pore 
存在 .由 于 当 boo 时 
[A ace) + RECO — lee) [JI 
=|Clace+h)| —le(t) +A) 
z(t —2(t}—he(t)| = 0h), 
从 而 推 知 D, jelt) | 存在 ,而且 


D, 12011 = tim POHDI laI, 


TAR DJe SEO BERRET. 
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用 同样 的 证 明 方 法 可 以 说 明 , 如果 ce) Be ESE n BI 
量 函数 ， 则 在 a<t<5 E LP RMD IO, HAE 
ID CleCé {1s ECE] 
定理 6.1， 设 w(#, 塌 是 在 开 连 通 集 OCR 上 连续 的 函数 , 它 
使 得 纯 量 方程 
ú= lt, u) (6. 2) 
的 初始 值 间 题 有 唯一 解 。 如 果 %(4) 26.2) 在 ostseb 上 的 解 ， 
DEG DE atab LAM, Hola) Kula), Wasio Rt 
o(t)<ult), 
证 明 考虑 方程 族 
isot wth, B=1, 2, (8. 3) 


我 们 现在 用 引 理 3. 1 到 (6. 3), 

FOR u(t) 是 (6.3) 满 足 uala) 一 wu(a) 的 解 ， 则 引 理 3. 1 意味 
着 存在 m, 使 得 non 时 4,(#) 在 [4,8] 上 定义 ， 并 且 在 [a,5] 上 一 
BMA u,(t)>u(t), REIRI nem, a<t<b MH v(t) <u,(t), - 
如 果 不 是 这 样 , WEC, 5) 内 存在 a h ERE best, E od) 
pun (ETD OC io) = tate), 因此 bt bs h Bh oC) aD 
一 u(t2), 它 意味 着 


D PDPC = Ota, talta) E 
Hoty VED +L alts, 0069): 


这 是 一 个 矛盾 ,因而 Elab], n>n 时 v(t) <a, (t). FELA b] 
上 &, (2) REF u(t), REM TER. 
推论 6.1. Diw(t)<0 Ela, 86) 上 的 解 在 [a, 5) 上 是 非 增 函 数 
推论 6.2， 假 设 w(t,w) 与 a(#) 和 定理 6.1 中 相同 .如果 (8) 
是 在 [9，8] 上 有 连续 的 ~… 阶 导数 的 连续 的 % 维 向 量 函 数 ， 使 得 
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lza) | <u(a), 4a<e<d it (t, le(A)€2, FE 
I Solt, [zDD, asta, 
则 在 os#<B 上 有 |z(2)l<u(t). 

证 明 直接 从 引 理 6. 1 与 定理 6. 1 推 得 . 

推论 6. 3， 假 设 o(t, WHF o<i<b, u>0 满足 定理 6.1 的 
条 件 ， 又 设 w(1)>0 26.2) 7 o<t<b Ehte. mR f:ia, b) 
xX ROR" 连续 ,并 且 

I f(é,a) jolt, |xt), axt<b, xR", 
则 
ż=f(t,2), |e(a)|<u(a) 
的 解 存在 于 [oe,5) 上 ,并 且 对 [a,8) 内 的 1 有 |z(D|<u(2). 

证 明 从 推论 6.2 知 只 要 z( 让 存在 便 有 Iz(t)|<u(2)， 从 
FEM 2.1 知 仅 当 存在 cl(a<c<b) 使 得 2kt) 定 义 在 [a,c) 上 并 且 当 
#>0 一 0 时 Timlw(1)|=o0, 解 x() 才 可 能 不 在 整个 [a,5) 上 存在 . 
另 一 方面 ,由 于 Ela, e) el <a) 而 县 当 i>6 一 0 时 
limu(t) 存 在 ,这 是 不 可 能 的 . 

请 注意 推论 6.3 给 出 了 在 [6s，5) 上 解 的 存在 性 ， 以 及 解 的 
LF. 

推论 6.4. RADER ASTER, S: D->Rr 连续 , 而 
且 f( 2 对 了 局 部 地 满足 Lipschitz Kfk. WRK DARA 
KR 而 也 是 了 在 五 肉 的 Lipschitz HR, MAB. DMM, 
bo, 0) ECE, bosti) WEG ECE, tart), Cb, abs to 0) EKA, 
便 有 

lelt, to, 2o) —a (é, bo, 21) ett |v oz |, 

证 明 如 果 2 (2) =a C4, to, 40) — et, tor), MAC ælt, 

to, to), (4, "CE, to 01)) EK A ISEL 便 成 立 ， HIG 


6.2 恒 给 出 结果 ， 
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{EA LIRR — AGE BEATTIE — ARFA E eE 
性 的 结论 ， 假设 产 (a, 0c) x R* +R" 连续 , 且 
fm) | <d DR), (6. 4) 
这 至 的 9 (4) 0 对 所 有 tra 连续 ,而 $(w) 对 “>0 连续 ， 对 所 有 
u>0 DE, Rit 如 >w 时 ult, to wm) a= SCH (a), wh) = 
ao>0 的 解 , 并 且 对 于 任意 wo>0 此 解 叭 一， 如 果 


du co 
f+ (05) 
WAR UCE bso) 对 所 有 toate, KE 满足 方程 


而 如 果 % 不 是 对 所 有 to 存在 , 则 延 拓 定理 意味 着 将 存在 * 与 序 
PAi}, noo tt tot, HERA noo I ulto, 但 这 是 


不 可 能 的 ,因为 | %(e)cs< Tif” -+ 


对 于 RY AERA ER rot 选取 如 = jel, 对 于 如一 0 选取 
任意 ww>>0。 从 推论 6.3 推 知 必 = 了 (t,x) 的 任何 满足 2( to, to, 20) 
ato bo >a) HIRE C4, torto) TEEF 0), 并 且 只 要 了 满足 (6. 4) 
56.5), EA e(t, tos mo) | Suli, to, uo). 

作为 特例 , 假设 fta) = AC +R) AEH ACL), h(#) 对 
PAT ER, ME 

$=A(t)e+h(H) (6, 6) 
的 任何 解 存在 于 (一 =, eo} 上 ， 事 实 上 ， 
JAGE tODISIACD | le] + Lace) | 
s<max{}.4C#)1, (AC) 1} el +1) 
=e p(lal, 
o@)y=utl. 
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由 于 6(#) 连 续 ， afg- +o, 我 们 便 有 所 需 的 结果 . 


另 一 个 有 意思 的 特例 是 当 对 所 有 4#E( 一 c，co) 及 xzER 有 
IFE 四 | 入 下 lz 时， 由 于 E= 5 plu) = Ku, i= fit, e) 
的 所 有 和 解 存在 于 (一 oe, c0), 

为 了 今后 参考 , 把 部 分 结果 总 结 为 

定理 6 2， 如 果 f(a, oo) x RR 连续 ， 满 足 (6. 4) 与 (6. 
5), Hi t= pp eA lto) = ey OE p>) BY RE TE Cae, ce) 内 存 
在 而 且 叭 一 ， 则 方程 (1.1) 的 通过 (to, zo) 的 任意 解 存在 于 Ca, 00) 
+. 特别 ,只 要 AG), ACER, HIG. 6) 的 每 个 解 存在 于 (一 ce， 
æ) E. 

作为 另 一 个 例证 , 我 们 证 明 关 于 稳定 性 的 一 个 简 音 结果 . 假设 
FRR", ATE (— co,co) 上 的 连续 函数 ACE EB e-f, 2) 
所 一 和 wr， 这 里 的 “，” 表 示 酚 个 向 量 的 纯 量 积 。 注 意 这 意味 着 
f(t,0)=0， 如 果 我 们 令 |x|?=w-w， 又 假设 < 是 二 f(t, 2) 在 包 
含 如 的 区 间 了 工 上 的 解 , 则 


fiat? = Fox) =2uef (t,2)<—2A(4) |z? 


BOR oC tu) = —21(8)u, if u E izol, WBE ult) = lelto) | 
的 解 , 则 C2)= {exp( 一 2 A(s)de)} Jato) Fee, oo) fa 


所 有 上 存在 .因此 , 由 推论 6. 2 与 延 拓 定理 推 知 解 a(t) 不 但 在 了 
上 而 且 对 (一 oo, cc) 内 所 有 上 存在, 并且 

leco <exp(~f A(s)ds lalt], tto, 
如 果 ACL) PO, W isf RR c= 0 稳定 ， 实 际 上 还 是 一 致 稳 


EW. MRADSOMA|, 1(s)gs= + oo, MA = 0 渐 近 稳定 . 
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AAGA URAC 又 对 所 有 加 有 | ”MKs)qs= +, M 
面 讨 论 的 解 z=0 是 否 一 致 浙 近 稳定 ? 讨论 1G) 变 号 的 情况 . 

JA62 REP oR 连续 ， 又 存在 正定 矩阵 了 使 得 
ee Bf(t,2) S-A ee 对 所 有 i 2 成立， 这 里 的 区 匡 是 (一 “=， 
co) K i ERAN, EANES f(t, 下 满足 z(to) = 和 的 任何 
解 存在 于 [to, ©) b 并且 给 出 稳定 与 渐 近 稳定 的 充分 条 件 . 提示 : 
求 F(z)=xBx 沿 着 解 的 导数 ， 又 利用 存在 正 的 常数 二 使 得 z-Bz 
Dura 对 所 有 < 成 立 的 事实 . 

习题 6.3。 PEDES KORA te ALC) | 
TOLRE OZS 


《a) ENH too 时 每 个 解 趋 于 常数 ， 
(6) 如 果 还 有 对 一 切 ry 而 言 ， 
IFG) 一 于 二 SAO 
HEB Ce a Sa SR Ze, EaR: 取 初 始 时 
刻 充 分 大 以 得 到 需要 的 对 应 ， 
(c) 上 述 结论 对 于 方程 


i=—s+aCt)s, alldt<~ 
意味 着 什么 ? 提示 : BEB r= ey, 
(D 对 于 21,22 为 纯 量 的 系统 


= hy 
dee atta [ledte 
又 意味 着 什么 ? 
习题 6.4， 考 虑 初始 值 问题 


gta(z,2)2+B(z)=ult), 200)=& 200) = 
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RAH a2, w), BC) 5 aH BHR BEE — 20-00, 00k 
waco LERSAH, a>0, zB8(z) 之 0， 说 明 这 个 问题 有 且 仅 有 
一 个 解 ,并 且 这 个 解 可 在 [0, ce) 上 定义 提示; 令 :一 =y T 
把 方程 改写 为 系统 ,定义 Ve N="+[ Pedo HRC), 


#1( 引 )) 沿 着 此 二 维系 统 的 解 的 变化 率 . 
推论 6.5. Kod o MEER LHR, 而 且 对 % 是 非 降 
的 。 如 果 (让 是 定理 6.1 中 的 函数 ,而 v(t) 连续, ARE 


COITO a<t<b, vsul), (6.7) 


则 axioo ul). 

证 明 FVE 7A, W oOV E), 又 P= 
olt, v) <a(t, V), Va) =o, ula). 于 是 由 定理 6.1 推 
FA aio V(t) <u (t), ENT HEI. 

推论 6.6. (Gronwall 不 等 式 )， 如 果 & ERK S p> 
0, ti P(e aox<i<b HERR RR, ME 


ED <at BGC) de, axt<b, 
则 
4D<s(exp| psa)e, a<t<b, 

VER S0,=0, olt, u)=A(i)u, AU JEY 6.5, M d= 
Baye, ufa) =a M AFB u) =(exp| ACs)ds)a, ik RIE DT 
推论 ， 

实际 上 , Gronwall 不 等 式 容易 用 列 的 方法 证 明 。 在 以 后 的 应 
用 中 ,我 们 实际 上 要 用 这 个 不 等 式 的 一 个 推广 , 所 以 我 们 氢 述 并 且 
不 用 定理 6. 1 而 证 明 它 . 

316.2. (ÈE H Gronwal REA). Raih kh, 
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$,a 是 实 值 送 续 函数 , 8(4) 之 0 是 [a,5] 上 的 可 积 函数 ,而 

AD <a +" BO dCs) as, a<i<b. 
a | 

BDAC) pW exp (f ACen) Jas, 
a<t<b, 
证 明 令 R(t) 一 8Cs)6(s)ds， 则 除开 一 个 测度 WER 

合 ,有 

SF = BUSES ACHaCE) +PER) 
二 是 ,除开 一 个 测度 为 零 的 集合 ,有 

BR BOROA, 


Ho faoa) 
<(exp (- | * Blu)du) ACs Jats). 
有 从 到 上 积分 ,得 到 
(exp f —plu)du oaf’ (exp (=f ecwan) B(s)a(s)de. 
于 是 
By<| (exp [pin)a als) ds. 


这 个 估计 式 证 明了 引 理 . 

为 了 说 明 从 Gronwall 不 等 式 得 到 的 估计 是 这 个 估计 的 特殊 
情形 , 只 需 注 意 当 a 等 于 一 个 常数 时 , 通过 积分 可 把 引 理 6. 2 中 的 
估计 化 到 Gronwall 不 等 式 中 的 估计 . 
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L7. 自治 系统 一 一 概论 
假设 z(t) 是 (1.1) 的 定义 在 区 间 (a,5) 上 的 解 ,在 前 面 我 们 引 
HET HEMMER (trajectory) MA, CR) 内 由 


U Gao) 
asias 


定义 的 集合 ， 一 条 雪线 在 (1. 1) 的 因 变 量 空间 BR" 内 的 射影, 是 它 
的 执 述 (path) 或 隶 直 (orbib)， 因 变量 空间 通常 叫 作 状 态 空间 或 
WAS, WEA AHR, MERE eee, e, 
anD), RARAN (1. 1》 中 的 函数 不 依赖 于 i RR DE 
称 为 自治 的 。 这 一 贡 我 们 考虑 自治 系统 的 某 些 一 般 性 质 ; 也 就 是 
说 , 考虑 微分 系统 


Y 一 7(z)， (7.1) 
REH POR BR, ORR 内 的 一 个 开 集 . 自治 系统 的 基本 
性 质 如 下 : 如 果 z( 纪 是 (7. 1 在 区 间 (e. 妇 上 的 一 个 解 , 则 对 于 任 
意 实数 1, 函数 z(t 一 仆 是 (7,1) 在 区 间 (4 十 r,5+r) 上 的 解 。 这 是 
显然 的 ,因为 这 个 微分 方程 通过 自 变量 的 平移 保持 不 变 ， 于 是 ,从 
(7. 了 DD 的 一 个 解 出 发 可 以 定义 解 的 单 参数 族 . 

从 现在 起 ,我 们 假定 对 于 9 内 任意 的 p, (7- 1} 有 唯一 的 在 t= 
OMe PAM OD, BAS) ELERE ECEE, 
满足 : 

i $O,p=p; 

Gi) $6, DHT ABA 

Gid 在 SE, $Fr, p) =4(2, 6G, p). 

事实 上 , 从 定理 3. 4 推 知 $(t, PER. RAK Gi) My, 乃 
是 因为 两 个 函数 都 应 足 方程 , 在 1=0 时 相等 ， 而 我 们 已 经 假定 唯 
一 性 成 立 . 

根据 上 面 的 定义 ， 通 过 固定 的 pCO 的 轨迹 或 轨道 =y) 

“有 


EP AB r= ER EG, DED HH OE, p=} 所 定 
RHBE, BADE DS Atr, p 是 同一 轨道 y(p) 的 不 同 参 
数 化 形式 ， 

通过 分 内 给 宏 的 p 有 叭 一 轨道 2 RRL, Bit 的 轨道 是 
(7.1) 的 通过 直线 (r, 下 ， 一 “<r 和 ce 上 任意 点 的 解 的 射影 ， 但 
Æ dtr, DET. DIC, p) 的 唯一 解 , 而 我 们 已 在 上 面 看 到 
这 些 男 数 是 同一 曲线 的 所 有 参数 化 形式 ， 注 六 这 最 后 的 结论 即 意 
味 洲 没 有 两 条 轨 章 能 够 相交 - 

# 维 向 量 场 f(z) 的 平生 点 或 临界 点 或 奇 点 是 使 Pp) = 的 点 
P. SR PEAR, A c(t) =p, oto eB (7.1), A 
了 的 轨 线 是 RH! 内 由 了 = 了, —coctcoo# HWE, 而 临界 点 的 
执 道 是 点 本 身 . 不 是 临界 点 的 点 称 为 正则 点 . 

mE pE 1) 的 一 个 临界 点 ， 则 除开 x(#) =p, Ba ERE 
够 通过 延 拓 过 程 到 达 直 线 “= 多 -ctc 否则 就 将 违反 唯一 
性 ,这 意味 着 : OR PABA oC) ep 却 趋 于 p, M tto 
或 者 t=> 一 oo， 

"内 的 一 条 曲线 4 是 由 区 间 7CR 人 忆 的 连续 映射 的 值 域 . 如 
果 相 应 的 映射 可 微 , 便 说 此 曲线 可 微 , 给 定 连 续 映射 Ff: QR", 其 
POE RATER f= i fe), 我 们 说 曲线 是 方程 

PORO i] aD 

BRE, An StA TT E EA A a de 2 (we) HO ET 
F(x), RIOR Fe) =0,4 是 一 个 点 . 

引 理 7?.1. (7.2) 在 如 内 任意 点 了 的 解 是 {7.1) EM Ph 
道 . 

证 明 ”如果 了 = (Pp;,…, pa) 是 一 个 临界 点 ， 则 了 与 4 都 是 了 
和 如果 不 是 痢 界 点 , 则 了 至 少 有 一 个 分 量 ,比方 说 是 fi, fi (p) +0, 
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因此 , HF p ARRU AR a, file) 40, AU A, (7. 2) 
分 系统 
da, _ 


io, T(P) =P &=2, 3, on, 


file 
从 存在 性 定理 1. 1 知 , 这 些 方程 有 解 x. (x1), FETE F | — pil FEA 
小 处 . 我 们 按 下 述 方法 来 把 A 参数 化 , SRA EAE 
Bi = Fer, tla), or Ea 1). 
这 个 方程 有 满足 (0) =p OR), CAE 小 时 存在 ， 现 
在 容易 说 明 nU), t) a=, ouA 是 (7.1) 的 解 . 由 于 (7. 1) 
通过 人 的 任意 点 的 轨道 是 (7. 2) 的 解 , 这 证 明了 A= y 与 引 理 . 
RARI RBL A E RRA, 圆周 的 同 胚 像 称 为 
Jordan 曲线， 如 果 轨 道 ? 是 Jordan 曲线 , 就 称 为 闭 轨道 . 
3187.2. (7.1) 的 轨道 是 闭 的 必要 充分 条 件 是 它 对 应 著 
《7. DD 的 非常 数 的 周期 解 . 
证 明 如 果 ? 是 《7.1) 的 闲 轨道 ,而 ?是 了 的 点 ,存在 z 地 0 使 
得 g(r, 东 = 用 (09) =p. 根据 解 的 唯一 性 ，$ (t+7, p) =9 E, p) 
对 所 有 :成 立 , 这 说 明 S(t, p) 有 周期 +， 反之， 假设 d(t.p = 
OCT PD MAHA RE RIEM BAER Mee oe, wey 
最 小 周期 ; WR O<t<e 时 pe Ct, p). 当主 在 [0,r) 内 变化 时 ， 
OC, 如 描画 出 R 内 与 线段 [0, +) 同 胚 的 曲线 ，$(0, p) =d(c, p). 
另 一 方面 0 与 相 重 的 线段 [0, +] SEARE SAER T 
证 明 . 
习题 7.1 假设 自治 方程 = 用 xz) 有 非常 数 的 局 期 解 2 (6), 
试 定义 此 解 的 稳定 性 ， 这 种 稳定 性 能 够 是 渐 近 的 吗 ? 在 这 种 情况 
T 最 强 的 稳定 性 是 什么 ? 
现在 举 出 少数 例子 说 明 土 面 的 概念 . 
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ATA MUR ER, =e M St p= ep 通过 了 的 
雪线 是 集合 {(t ep, —ooct<oo}, iit p APIA pO ME 
RA ia> 0}, 当 p=0 时 是 集合 {7 二 9}， 当 ?<0 时 是 集合 {7 一 0}, 
请 见 图 ?7. 1， 其 中 在 相 空 间 曲 线 上 的 箭头 表示 随 着 时 间 增 加 所 指 
出 的 轨迹 方向 . 


z 


图 3.71 . 

例 7, 2. 如 果 * 是 实 的 纯 量 , 2=—x(i—«), M] dt, p) = 
pe [1 一 ?十 pe 3 Hie eR Stel}, f=}, (0<2<}}, 
{e=0}, {2 之 0}， 请 见 图 7.2. 平衡 点 >=1 不 稳定 ， 而 >=0 渐 近 
稳定 。 
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图 L72 
P7.3. MR ERA, MAES EFRA A= 
zz bz 二 一 Z， 其 中 二 y， 相 空间 是 如， 对 于 任意 实 常数 ,5， 可 


验证 $1(t)=asin(#+5), do(t) =acos(t+b) 是 此 系统 的 解 ， 而 
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APART A SR. CET AL, HALE 
意 点 的 轨道 是 通过 此 点 的 以 原点 为 中 心 的 图 ,请 见 图 7. 3. 二 维 自 
治 系统 的 平衡 点 ,和 如果 在 每 个 邻 域内 包 舍 闭 曲线 辆 道 ( 相 应 于 周期 
BED, 就 称 为 中 心 ， 因 此 , 这 个 例 的 解 1 二 zs 二 0 是 一 个 中 心 . 

在 这 个 例子 中 , 我 们 不 需要 积分 此 方程 , 便 能 求 得 相 空 间 内 轨 
道 的 参数 表示 式 ， WK L, 引 理 7.1 意味 着 轨道 是 纯 量 方程 


的 解 ， 而 这 方程 有 解 itri 常数 ， 此 常数 自然 是 由 初始 值 确定 
的 .当时 间 增 加 时 瓜 出 执 道 的 方式 , 容易 从 原来 的 方程 得 到 . 
他 


图 17.3 
7.4. BUS *>0 已 给 定 ,zi zs BRE. Cat tel 考 虚 
方程 


a= rd ex, or), 

y= 0, +er2(1—r*). 
SPARSE, MBS ey =r00s0,a,=rsing, WK 
统 等 价 于 系统 

6=1, 
F=er(1—73). 
容易 验证 轨 线 与 轨道 如 图 7.4 所 示 ， 在 这 个 情况 下 ， 轨 道 是 半径 
为 工 的 圆 , 在 此 加 内 外 两 侧 的 螺 线 以 及 平衡 点 (0, 0). 平衡 点 (0, 0) 
称 为 焦点 ; 也 就 是 在 其 邻 域内 的 解 当 ti 十 < (或 一 c) BIRR 
oa, 


地 趋 于 0， 所 谓 一 个 解 当 i> + 00 — co) 时 螺旋 式 地 趋 于 0, 7 
是 指 由 零 引 出 的 任意 射线 穿 过 解 的 轨道 无 穷 多 次 , IFA E> +00 
(R-O) MLAS. HE r=) 是 闭 曲 线 , 我 们 称 之 为 一 个 极 
限 环 , 起 这 个 名 字 的 理由 在 往 后 的 讨论 中 将 明白 起 来 . 
注意 , 当 e=0 时 这 个 例子 与 例 7. 3 相同 。 然 而 ,对 于 任意 
0， 不 管 它 多 么 小 ,这 两 个 方程 的 相 图 却 是 完全 不 同 的 . 
t 
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图 工 7.4 


语 7. 5， 在 这 个 例子 里 ， 我 们 要 
说 明 微分 方程 的 解 可 能 比 前 面 的 例子 
还 复杂 些 ， 两 个 圆周 的 交叉 乘积 的 同 
厦 像 称 为 环 面 ， 假 设 9,$ 是 如 图 7.5 
所 示 的 描写 环 面 上 坐标 系统 的 角 ， 如 
Re, dBA He O=1,d=0, 这 
里 是 常数 ， 则 对 应 于 7=1 的 轨道 
”的 解 在 环 面 上 按 周期 2x/w 通过 角 图 17.5 
d, 按 周 期 27 通过 角 9， 因 此, Ho RRMA, MATTE, 
但 是 ? AW ET =l 

习题 7.2。 证明 例 7.5 中 所 说 的 结论 ， 当 @ 是 无 理 数 时 在 
+ 二 1 上 Y 药 闲 包 是 = 1 本身， 你 能 叙述 当 四 是 有 理 数 时 的 特性 
Br 

例 7. 6， 在 这 个 例子 里 , 我 们 说 明 在 R 内 例 7, 5 的 复杂 特性 
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LSE A Ra BAS Be APSE, MRSE BSE 
的 交叉 莱 积 的 同 胚 像 ， 假 设 区 域 是 图 7.5 所 画 出 的 ， 而 在 坐标 系 
(r,9, 四 中 0<yr 和 20<sb gs<2z， ?+=0 EREET PAHA C, 
而 曲面 > 一 常数 , 0 和 0,g%<2r 是 环 面 ,C 在 它 的 中 心 位 置 上 ， 
考虑 微分 方程 
6=1, 
é=0, 
r=r(i—r), 
这 里 的 只 是 常数 ， 环 面 "= (0 与 +=1 RAP REL STEM, S 
初始 值 取 在 这 些 曲 面 上 的 任何 解 , 对 于 (一 ce，se) 内 所 有 的 4 都 
留 在 这 些 则 面 上 ， 除 开 C 对 应 着 周期 解 , 其 它 解 都 趋 于 环 面 ?=1。 
因此 , 57.5 相似 , 当 品 是 无 理 数 时 ，C 以 外 的 所 有 轨道 的 闭 包 
都 包含 环 面 +=1. 
习题 ?7.3， 讨 论 二 阶 方程 
t =22(a}~a}), 
i= =a (wri). 
的 解 的 相 图 ， 什 么 是 轨道 与 平衡 点 ? 哪些 平衡 点 是 稳定 的 ? 对 于 
这 个 系统 , 利用 引 理 7. 1 能 得 到 什么 结论 
RR pi SR" LER S= {wER"!:|4]<w} 上 的 连续 可 微 
Hk, (0) =p, 又 对 于 S. 内 所 有 的 [3%(a)73d] 的 秩 一 2 一 1. 集 
AER a= ypu), uCS,) HW pA n—1 维 胞 腔 ， 记 作 Be, 
如 果 对 于 每 个 PCR. 通过 点 ?的 角道 yy 在 3 BSED AM, 
ROR ES EG. 1 的 轨道 ye E p RRR. 这 个 定义 等 价 于 
W AF ula EA y E yo Wde BE Ip (u) /9 诸 列 的 线性 
AA. 而 这 又 等 价 于 说 , 当 |z|<a 时 
De, Ce 26, fla) +o. 
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Rit Dp, 0) #0, hF D(z,4) 连 续 ,存在 充分 小 的 a, HERA le — 
pl<a, |e] <a Die, u)#0, HFA a, BE yp E p OR 
$. 如 果 了 是 (7. 1) 的 一 个 正则 点 , BYE phi RES 
利用 半径 为 “ 的 闭 球 , 同样 可 以 定义 在 了 穿 过 ? 的 闲 横 茂 痕 ， 

《7. DFE RE KE, 它 同 胚 于 开 柱 (BR" 内 的 开 球 与 
开 区 向 的 交叉 乘积 ), 并 且 仅 由 (7. DAVEE ARR, C. 2) 
柱 是 这 样 的 集合 , 它 同 豚 于 闭 柱 ， 且 只 由 《7.1? 的 轨迹 弧 组 成 ， 闭 
辆 柱 的 底 是 闭 柱 的 底 的 同 胚 象 . 如果 避 是 轨 柱 ( 开 或 闲 ), (7. 1) 的 
BEC AMARC 的 县 线 . 

3087.3. Bik f EON ASS — Br be Me MO p ET. 1D 
的 正则 点 , mE (7.4) boat p RA Y E p HRR 1 
SE RR, 则 存在 包含 点 了 在 内 部 的 轨 柱 C。 特 别 地 ，(7. 1) 
的 每 条 有 一 个 点 在 C 内 的 轨迹 y 必 在 基点 p BERLE TE 
是 y' 在? ORRE. 

证 明 RE! ASR AR 可 -一世 ER e= p(u), wes}, 
其 中 心 = {CRs |u| cah 及 有 连续 的 一 阶 导数 ， 设 $(t， pÈ 
C. DRE 600, p) =P 的 解 , 它 描 出 通过 Fp' 的 胃 道 ”， 存 在 包含 
零 在 内 部 的 区 间 I, RPP PEE, gl, p) AE tI hy 
有 定义 . BR $C, p=, pa BLAU B ie XS, 入 RH 
上 映射， 根据 定理 3. 3, ik POR EI XS. AT, 如果 我 们 对 
TER", (t, u) EI x 8, 定义 

Fe tu) = -atp lu) +f fb YD) ds, 


Mh Ae, Ce) C7. 1) BORE E, EI x Su BY PCAC, (1))， 
fu) =0 SARE Fo, t, 4) 一 0 当 作 定义 iuh 2 BR 
HRRK, F(a, tu) = Cp, 0, 0) Rt 


oF (g, tu) 
En Ea ] 
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SF D(p,0)， 这 个 行列 式 在 (p, 0,0) 的 邻 域内 必 异 于 零 ， 由 隐 函 
数 定理 推 知 在 ? 的 邻 域内 呆 的 道 映射 存在 ， 并 且 它 连续 可 微 ， 这 
说 明 存在 «>0 与 +>0, 使 得 映射 人 是 由 J.x S,(F,= {tt ]é]<r}) 
入 了 的 一 个 邻 域 的 连续 可 微 的 同年 (或 微分 同 胚 ), 并 且 , APC, u), 
IED 5AM OG, p)E—cctcr AM BAREA. TE 
MATE, GREE PE, AMEN T3, 

现在 我 们 把 这 个 局 部 性 结果 引伸 为 下 述 意义 下 的 整体 结果 ， 
即 描 出 轨道 所 涉及 的 时 和 区间 任意 地 大 得 仍 有 限 ， 首 先 证 明 一 个 
关于 非 朋 轨道 的 结果 , 比较 确切 地 说 , 我 们 证 明 

引 理 7.4. 假设 了 在 全 内 有 连续 的 一 阶 人 篇 导数 ，y» 是 任意 的 
轨道 ,Pp 是 正则 点 , p49 & Y HA, E br Bley ee 与 4 的 
可 微 的 x 一 1 维 配 腔 横 裁 痕 ， 则 存在 着 轴 为 BY RE ET, Ey 
内 的 闲 轨 柱 . 

TA RNTBREE NET 是 空 集 . 相应 于 Seer, 
我 们 可 以 作出 局 部 开 轨 柱 C, 与 C6。 令 捐 为 沿 着 轨道 ?由 2 到 g 
的 了 时间; 即 % (ft p) 9， 根据 对 于 初始 数据 的 连续 性 ， 能 够 选取 
AE hni BR REE, ERR FEA p ERN, 
Sin PBF C,, 

引 理 7.3 MRBRT ASG, PUREE. 的 一 RAE 
在 0, 内 的 一 段 锋 上 , 而 且 必 定 在 某 点 好 穿 过 Er! BRA vr 
Boa Bla’ HARE ty, WR p> Ob (ty. ERRE, FAP C7. 
MSEC, 50, LAR. ME v>0, HRM CED aL 
SF C, A-SI EET YBN IF C, 的 时 间 
BAF y， 今 选取 vci, 

让 我 们 指出 , MRE 的 直径 充分 小 , pg' RERA, ey’ 
RERA M py 必然 是 闭 曲 线 ， 于 是 存在 ty, pry ty —2, 
使 得 dOr p) = 多 如果 没有 这 样 的 Be 以 致 pgd' 是 强 , 则 存在 
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PEP EBT 与 ry Oty <i, 7, Whoo pop, ER 
Oey P= Pe, EF b> ce Uh te be G Vy ty, HE Oy, 
必 有 界 ， 因 此 ， 有 一 个 子 序 列 ( 我 们 仍 用 前 面 的 记号 ) 使 得 b> oo 
时 ty, >t) E 0<ro< 加 一 >"/2， 但 是 这 显然 意味 着 由 Ot, pih 
的 轨道 满足 6 (ro. p) =p. 这 和 候 定 pg AMAT. 

SUE C ARLE ra 的 并 集 得 到 , 其 中 E E 内 取得 ， 
BFRRAEW CAME FAH, HF I=(0, 1), h 8p, 8)= 
OX Sty, PELAG: Bex JoR", ik BA ee ib, 显然 这 
个 映射 是 同 胚 ,因此 C 2 —- AE, 引 理 就 证 明了 . 

围绕 ?的 轨迹 环 是 同 胚 于 环 体 的 ， 仅 由 (7.1) 的 雪 迹 组 成 的 
集合 . 

引 理 7. 5 如果? 是 闭 圾 迹 , 则 有 围绕 ?的 轨迹 环 . 

证 明 引 理 7.2 ey 是 闭 轨道 等 价 于 (7.1) 有 非常 数 的 周 
期 解 ; 即 存在 最 小 的 了 >>0 使 得 $(1,p) DEEL, A 
相等 的 部 分 , 又 令 p= Gt /2, p), i=0,1,2, Æp PERRA 
E'I EYE), RP Y RERI pi 我 们 可 以 作出 底 为 
Ep 与 By) 的 闭 轨 柱 C 这些 底 相 应 为 ? Ep. Po RR, 
Bais, 相应 于 CO. 内 的 轨道 ， 令 Te Ern G=0, DR 
de! path p AB p 的 轨道 与 Arch 的 支 集 的 映射 ， 把 三 
的 直径 选 得 充分 小 ， 可 以 相信 在 BS 内 有 一 个 闵 的 x 一 1 维 胞 腔 
r, URAGA T= 是 由 CES A BY AH n-i 维 
MEI. Pid Ty 的 和 集 便 是 要 求 的 轨迹 环 ， 这 证 明了 引 
æ, 

=a? HATRA A EDERREI AT RAB tAE 
义 . 在 应 用 中 ， 人 们 经 常 仅 对 研究 在 某 个 有 界 集 G 内 的 解 的 特性 
感 兴趣 ， 而 反复 地 说 解 的 定义 域 又 很 麻烦 ， 我 们 可 以 这 样 来 避免 
这 种 情况 , 用 一 个 所 有 的 解 定义 在 (一 oo, oo) 上 但 在 如 的 内 侧 由 解 
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SRE HEE SAT ROERMA PT ERRER AE, 5 
两 个 自治 微分 方程 的 轨迹 在 一 个 集合 G 上 重合 时 ， 我 们 说 这 两 个 
微分 方程 在 LFM. 

引 理 7?.6。， 如 果 (7. 1) 内 的 S EXER 上 ， 而 GC 术 是 有 界 
DRR, MEAR g: RR", 使 得 在 GQG 上 z=g《z) 等 价 于 (7. 1)， 
而 它 的 解 定义 在 (一 0, 09) 上. 

证 明 MBSHC fd 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 C 
{æt f) S1, j=1,2, Hn} EX g= go Gd, KP g 
=fibss ` 


1, WRF Me) <1, 
1 
da= ay 如 果 fie) >1, 
1 
Fey 如 果 SL 


HF | gle) | 在 R 内 有 界 , 推论 6. 3 意味 着 9 满足 本 引 理 的 条 
件 . 


工 8， 度 治 系统 一 一 极限 集 , HRB 

这 一 节 我 们 考虑 系统 (7.1)， 同 时 假设 了 在 R*" 上 满足 足够 的 
条 件 ,以 保证 解 8(2,P)(#$(0,P) =p) RAB i 5 R" 内 所 有 p 
有 定义 ,并 且 满 足 罗列 在 I.7 节 开 始 处 的 条 件 (i) 一 Ciii). 

(7.1) 的 通过 了 的 轨道 y (MRED yp) = fare=9 CE, p), 
sooctcoo}, MERIT yp), MME Ah, yl) = 
ra). BU PATELLA yp = {oir = Ct, p) t>, FPA 
Èy (p) = {eiz= oC, p), #0}, MRA Ae LR 
殊 点 , 将 分 别 用 vy, yt, yo 来 记 轨 道 , 正 半 轨 , 负 半 轨 . 

(7.1) 的 正极 限 集 (o RRID 的 元 素 是 当时 间 增 加 时 沿 着 
y BEDR 内 的 点 集 ， 人 比较 确切 地 说 , 点 9 属于 轨道 ?的 必 极 限 
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集 或 正极 限 集 oly) 如 果 存 在 实数 序列 志 } hoo Bh Eo, 
使 得 4 一 c= 时 lpg U, Ag 属于 “极限 集 或 负极 限 
Ral), 如 果 存 在 实数 序列 fa) H kopt > oo, ER ko 
oo 时 b(t, p) >g 

容易 证 明 必 极限 集 与 a 极限 集 的 等 价 定义 分 别 是 


om Nr- N UTED 


keramer Se 
an= Arm N Ud 
per sel) ike 
这 里 的 一 横 表 示 包 . 


R 内 的 集合 开 称 为 (7. DETE, WEF MAE p, (7. 
1 的 通过 ?的 解 C6, p t TE eo, co) 时 都 属于 M. (7. 1) 的 任 
FURRA p, 当 E> OOM S(t, pF a, 

EES. 1. 轨道 ?的 «极限 集 与 。 极 限 集 是 闭 的 不 变 集 并 
且 , 如 果 yy ) 有 界 ; 则 cla) 极限 集 是 非 空 , 紧 与 连通 的 ， 当 > 
cont g p) 45 ol y(p) PFET E, Bl>—-cokt b(t, p) 
a6 (p)) BBE FS, 

证 明 WE PAE ROR RA, RERE TE ER 
RAPER, WR g ov) A, RAFAEL}, Brook t 
00, 使 得 ach AC ta p >g AMF, oo) 任意 固定 的 
t HBO ERE RI 8 一 ce 时 及 (十 ty DI=O(L, Pe DI 
SD, 这 说 明 通过 的 轨道 属于 oCy), Moy) 2RBR. A 
似 地 可 证 明 <(?) 是 不 变 集 . 

WR y OOAR, Wolo) 极限 集 显 然 是 非 空 与 有 界 的 ， 闭 
集 即 意味 着 是 紧 集 ， 容 易 看 出 , 当 took élt, 办 与 oCy(p)) 的 
距离 趋 于 零 ， 当 t>o gl, p5 alr (7)) 的 距离 趋 于 零 ， 这 
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BRE oly) 与 w(y) 是 连通 的 ,定理 证 毕 . 

推论 8.1， 任 何 轨道 的 极限 集 必 只 包含 完全 的 轨 线 . 

如 "内 的 集合 于 称 为 (7. 1) 的 极 小 集 , 如 果 它 是 非 空 、 闭 与 不 变 
的 ,并 且 它 设 有 具备 这 三 条 性 质 的 真子 集 . 

引 理 8. 1， 如 果 4 是 (7. DHR PER MAR LRUCA, 

证 明 设 了 是 吾 " 的 非 空子 集 族 , 它 的 定义 是 五 = {B BCR", 
BR ARB). MPA B 5 B, WR BoB, 我 们 说 BB. 


对 于 互 的 任意 由 “一 "全 序 的 子 集 Pb & C= 1B 族 具备 有 
Ber, 


限 交 性 质 ， 实 际 上 , 如果 Bi 与 BP A BB, R BaB, 
在 两 种 情况 下 , B NB: 是 非 空 的 不 变 集 , 因此 属于 F. APPA 
任意 有 限 个 元 素 , 这 同样 是 正确 的 ， 于 是 CC 是 非 室 、 紧 与 不 变 集 ， 
HHFF 内 每 个 B,C<B， 现 在 假设 下 的 子 集 刀 有 这 桩 的 性 质 ， 
WP, 内 的 每 个 有 DB. MAFF 中 每 个 B 有 DEB, hiki 
m DCER DC AEC EF MiMi. BFF HETE 
子 族 取 得 极 小 值 , 从 Zorn 引 理 知道 天 有 极 小 元 素 . 易 见 极 小 元 素 
是 (7. 1 的 极 小 集 , 证 明 就 完成 了 . 

让 我 们 回 到 在 工 7 节 中 考虑 的 例子 , 以 帮助 澄清 上 面 的 概念 . 
FEW 7.1 中 ,除开 由 临界 点 各 } 组 戌 的 轨道 以 外 ,每 条 轨道 的 吕 极 限 
集 是 空 集 ,每 条 轨道 的 a 极限 集 是 {0}. 仅 有 的 极 小 集 是 10}. EA 
7.2 HH, Pi {Oe}, {z 忆 上 0 的 极限 集 是 40}, fey, (Oe 
二 直 的 gq 极限 集 是 {1}, 40} 与 全 } 是 极 小 集 ， 在 例 7,3 中 , 任何 轨道 
Ho RRES a 极限 集 是 轨道 本 身 ,每 条 轨道 是 极 小 集 ,而 以 原点 
作 中 心 的 任何 贺 盘 是 不 变 集 . 在 例 7. 4 中 , Br = 1} GA HOR 
BNR, Bir = ERR tr =O} Sb ERIE AY © RRR, 同时 
2 te = 0} 42 Bh fie A ee A a ERE, EAT. 6 中 , 环 面 7 一 1 
SM r= 同 是 极 小 集 ， 除 开 r= 0 以 外 的 每 条 孝道 的 极限 集 是 
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AE r=1, WED r=) AWARE a 极限 集 是 贺 7?=0; 
我 们 再 举 一 个 人 为 的 例子 以 说 明 避 极限 集 不 一 定 是 极 小 集 ， 
itr 与 9 是 极 坐 标 , 满足 方程 
6=sin?0+(1—r)?, 
=r r). 
RAP EER A (r= Sir = 0} EHIE o RARE r=1, 
Bl r=) 是 不 变 集 ,但 是 此 方程 在 + 二 1 上 的 轨道 由 点 得 =0}, (= 
x} SMM cery {e<9<2r}+ 组 成 ,而 在 这 个 加 上 的 两 个 极 小 
BAO =0} 505a}. 
习 利 8.1， 给 出 一 个 二 维系 统 的 例子 ， 它 有 > 极限 集 是 非 空 
与 不 连通 集 的 轨道 . 
定理 38.2. MRK BRE. 1) HERB, M KAET E 
的 闭 单位 球 , 则 系统 (7. 1) 在 五 内 至 少 有 一 个 平衡 点 
证 明 ”对 于 任意 > 0, SRK A ih PIRAK ARS dir p) 
的 映射 ， 根 据 Brouwer 不 动 点 定理 ,在 有 KK 内 有 po E pC, p) 
=p FÈ dG PR. DAMA 的 周期 轨道 ， 选 取 序 列 mm 
之 0, 当 > 了 时 rm>0, 并 且 对 应 的 点 pm MEE Oty Pm) = Pm 由 
F pm 总 有 收 敏 的 子 序列 , 我 们 可 以 假定 这 个 序列 当 m> ookke 
于 五 内 的 p. 对 于 任意 # 与 任意 的 整数 m, 由 于 OC, Pm) E iM 
期 为 ra HAMAR, KEEB KE), HA arasia 
ba) rn 十 Tw, 并 且 对 于 所 有 的 有 (km(#)tm, Pn) 二 pm。 进而 有 
ISG, p) —p* <1 dG, p) — OC, Pad E+ IAC, pm) 一 pm| 
+1?_—P* | 
= (dt, p*)— $6 pa) | + BE— Enl) rn Pa) 
Pml + Papl 
对 于 所 有 的 t, 当 m> oo 财 右 边 各 项 都 趋 于 办 .因此 , p* 7. 
的 平衡 点 ,定理 就 证 明了 ， 
LD}. 


在 微分 方程 的 最 基本 的 问题 中 ， 有 些 是 处 理 极 小 集 的 特征 与 
方程 的 解 在 接近 极 小 集 的 地 方 的 性 态 的 、 自然 ， 人 们 也 和 希望 能 够 
描述 从 极 小 集 与 联接 不 同 的 极 小 集 的 轨道 建立 任意 轨 线 的 捉 极 限 
集 的 方式 ， 在 二 维系 统 的 情况 ,这 些 问题 已 有 令 人 满意 的 答案 . 对 
于 高 维系 统 , 极 小 集 没 有 能 完整 地 分 类 , 只 对 非常 简单 的 极 小 集 御 
底 地 讨论 过 解 的 局 部 性 态 ， 以 下 各 章 的 主要 目的 是 讨论 这 些 问 是 
的 某 些 人 站 方法 ， 


工 9， 对 进一步 学 习 的 说 明 与 建议 

不 用 Schauder 定理 ,也 可 以 证 明 Peano 定 理 , 其 详情 请 见 
Coddington 与 Levinson[1J，Hartman[11， 在 未 要 求 微分 方程 
前 雪线 具有 唯一 性 时 , 通过 给 定点 的 所 有 轨 线 形成 漏斗 状 . 对 于 这 
种 泥 斗 的 拓 盾 性质 的 讨论 , 请 见 Hartman[1]. 

微分 方程 的 概念 还 有 另外 许多 推广 方法 ， 俩 如， 类 们 许可 向 
Eip f(t, 0) Of 1 连续 ,但 对 < 有 闻 断 ,又 如 ，f(t,x) 可 能 是 一 个 集 
值 函 数 (set value function). 尽管 这 些 方程 在 控制 理论 的 革 些 应 
用 中 极为 重要 ， 在 本 书 中 却 不 考虑 它们 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参 
#% Flugge-Lotz(1], André 与 Seibert[1], Fillipov[1], Lee 与 
Marcus[1J, 

第 6 节 中 关于 微分 不 等 式 的 结果 在 更 一 般 的 场合 也 是 正确 
的 .事实 上 ,可 以 用 上 右 导 数 代替 右 导 数 ， 唯 一 性 的 假定 可 以 用 考 
虑 强 方程 的 最 大 解 来 消除 ， 甚 至 还 可 以 使 用 某 些 类 型 的 向 量 不 等 
KR. MARS 式 在 求 得 不 满足 Lipschitz 条 件 的 向 量 场 的 唯一 性 
定理 时 非常 有 用 .请 看 Coppel[1J，Hartman[1]，Szarski[1]， 
Laksmikantham 与 Leela[1]， 近年 来 ,Antosiewicz[1] 指出 推 
论 6.5 中 关于 积分 不 等 式 的 结论 不 用 假 届 单调 性 也 保持 正确 . 

第 7 与 第 8 节 属 于 微分 方程 的 几何 理论 ， 它 是 由 Poincaré 
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[21] 开创 并 且 由 于 Birkhoff[1}, Lefschetz[i], Nemitskii 与 Ste- 
panov[1], Auslander 与 Gottschalk[1] 等 书 而 取得 很 多 进展 . 第 
7 节 的 表达 方式 在 很 大 程度 上 爷 例 Lefschetz[1] 这 本 书 ， 满 足 第 
7 节 开始 处 罗列 的 性 质 (i 一 首 ) 的 由 情 x RY 入 R" 的 函数 上 $ 称 为 动 
末 系 统 (或 动力 系统 )、 动 态 系统 可 以 而 且 已 经 不 联系 微分 方程 而 
研究 得 很 详细 (请 见 Gottschalk 与 Hedlund[1]， Nemitskii 与 
Stepanov[1]) 第 7 节 内 的 所 有 结果 对 于 动态 系统 保持 正确 ， 然 
而 ,由 于 不 能 引用 隐 函 数 定理 , LARA, Bs 节 的 概念 实质 
上 是 Birkhoff[1] 提 出 的 . 

在 第 4 节 给 出 的 稳定 性 定义 归于 Liapunov[1]J， 别 的 稳定 性 
类 型 可 见 Cesari[ 1], Yoshizawa[2], 
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本 章 讨 论 平面 内 的 微分 方程 与 环 面 上 无 临界 点 的 微分 方程 的 
解 的 整体 性 质 ， 有 具体 地 说 ， 在 第 1 节 中 完全 地 肇 划 平面 内 任意 有 
界 轨道 的 o 极限 集 , 得 到 有 名 的 Poincaré-Bendixson 定理 ， 然 后 
用 它 推 得 某 些 特殊 类 方程 极限 环 的 存在 性 与 稳定 性 ， 在 第 2 节 中 
刻 划 环 面 上 没有 奇 点 的 光滑 微分 方程 的 轨道 所 有 可 能 的 中 极限 
集 , 得 出 结论 : 一 条 轨道 的 极限 集 是 周期 轨道 或 环 面 本 身 ， 

任何 一 个 自由 度 的 系统 可 以 用 平面 上 的 微分 方程 组 描述 ， 因 
而 后 者 是 所 讨论 的 商 类 方程 中 更 为 重要 得 多 的 、 另 一 方面 ， 在 天 
体力 学 中 的 限制 三 体 问题 中 , 有 意义 的 不 变 集 是 环 面 , 因此 必须 研 
帘 环 面 上 的 微分 方程 ， 在 下 一 章 还 可 看 到 ， 许 多 其 他 应 用 中 也 出 
现 不 变 环 面 . 


1.1. 平面 二 维系 统一 Poincaré-Bendixson 理论 

这 一 节 考 察 二 维系 统 

t= fla), a.) 

KEHEE KTE, PoR 与 其 一 阶 篇 导数 者 连续， 并且 
《1.1) 满 足 $0, p) =p HR DEET octa E, i oG 
PIE O 了) 的 唯一 解 ， 并 且 在 FR 内 是 连续 的 ， 对 于 每 个 固定 
的 4, 映射 PCE, +) RR EB, 

利用 Jordan 曲线 定理 ， 可 以 得 到 二 维 平面 系统 的 漂亮 结 漂 . 
现在 不 加 证 明 地 报 述 这 个 定理 ，Jordan thee ToS Ales A, 

Jordan WREE P 内 的 任意 Jordan 曲线 J 分 阳 全 平面 ; 
比较 确切 地 说 ,BA\J = 8,U S KBN S, 与 Si 是 不 相交 的 开 集 ,3。 
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FEF BT SPAR. SE FE, NBA S AR, eT Oe oe a 
THA BRAM EM, WR pa 属于 B 可 推 知 存在 连 
SENH LETT B AMR pa. 
设 p 是 正则 点 , 工 是 包含 P 的 闭 的 横 截 线 , Lo 是 它 的 内 部 ， 
Va {Lo 内 的 了 : 存在 名 >0， 使 得 oanp) 在 Lo 内 ， 且 对 于 
O<t<ty, b(t, PDE RAL A}, 
Xe W =V), eA Al —-1,1]>L BR, lesh, itg: > 
(71, DB g) =A E aco bw) FFE, WE 1.1, 


pt pf-—— A 
P=R(w), ~ 


-3 
图 卫 1.1 

引 理 1.1， 琴 是 开 集 ,9 在 WW 上 连续 ,增加 ,序列 {9*(w)}， b= 
0,1, ++, nooi, 这 里 giw) = gg w), k=l, 2e, gw) 
=w, 

证 明 对 于 任意 PEVCLo, Fa=bleyp), M gEL, 在 I.7 
节 中 我 们 已 经 证 明 , 通过 2 KHER pa 可 被 围 在 一 个 以 它 为 轴 
的 开 贺 柱 内 ,此 柱 体 的 底 落 在 槛 截 线 工 的 内 部 Lo 内， 这 就 证 明了 
WEFR. RENT OBIE, 是 连续 的 ,由 之 得 到 9 
的 连续 性 ， 

为 了 证 明 引 理 的 最 后 部 分 , 考察 由 C= tere = A(t, p), OME 
ts} 与 上 上 连接 p, 这 一 段 所 形成 的 Jordan 曲线 J， 如 果 ?一 9 
则 yp) 是 周期 轨道 ,并 且 对 于 w= Cp), EANG (ww 半 即 为 一 个 
A. WE pHa TREER, Bit gw) >w 这 里 w=k lp), 
w=h' (g), AS: 5 S. Hid J ARS SPER, BERRA L 
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定义 , 诸 轨 道 只 能 顺 一 个 方向 穿 过 工 ， 因 此 ,由 让 (94(w), 1)] 给 出 
的 Lo 的 那 一 部 分 必然 完全 在 S KS. 之 一 内 ,否则 就 会 有 轨道 顺 
着 与 通过 p 的 轨道 穿 过 工 的 方向 相反 的 方向 穿 过 的 pq 这 一 
B. 于是, 如 果 定 出 了 9?(w), 它 必然 属于 (9(w),1)， 用 数学 归纳 
法 即 可 说 明 序列 fg:(w)} 单 调 ， 我 们 再 设 w/EW 且 w>w, me 
定 出 了 9g(w,)， 则 按 与 前 面相 同 的 理由 得 知 9Gw0)>>g(w)。 这 就 
完全 证 明了 引 理 . 

在 I.7 节 中 证 明 轨 道 柱 的 存在 性 时 ， 用 到 了 天 2) 的 可 微 性 ， 
因此 在 上 面 的 证 明 中 也 要 用 到 它 ， 不 过 在 第 一 章 末 已 指出 这 个 假 
设 是 不 必要 的 ， 可 以 在 只 假设 解 唯一 的 情况 下 证 明 轨 道 柱 的 存在 
性 .在 本 节 的 所 有 证 明 中 ， 这 是 唯一 用 到 f(z) 的 可 微 性 的 地 方 - 
特别 地 说 , 下面 的 Poincaré—Bendixson 定理 ARE Kx) 可 微 
也 就 正确 . 

推论 1.1， 一 条 胃 道 ?的 @ 极 限 集 wtv) 与 机 截 线 工 的 内 部 
世上 只 能 相交 于 一 点 .如 果 @y) N= po v =y), URE) = 
?而 ?是 周期 轨道 ,或 者 存在 序列 壤 }， 当 oo 时 出 一 oo， 使 得 
(te, DRINA F po BUER ACA Ce p) RN. 

TH 假设 wo(y) 几 Zo 包含 点 mn. RHORMRRNE, F 
CEPI}, 24 kokt te 00, 使 得 下 > co 时 ACL, p) > Po, ILE 
从 工 ? 节 得 知 , 必然 有 包含 po 的 轨道 柱 ， 使 得 经 过 充分 接近 po 的 
点 的 任何 圾 道 必须 包含 在 菜 个 点 穿 过 横 截 线 荆 的 一 段 线 ， 因 此 在 
Ly ATEA G = 6 (brs p), H koot t, > 0°, HEAR hoot > 
Pp， 和 但 是 从 引 理 1. 1 推 知 , EA CE) AAU AMBP. a 单 
WAF po, (RIL ps 是 Oly) Lo 的 任何 另 一 个 点 ， 则 相同 的 论证 
RE, 得 到 单调 趋 于 p PS. ASL TEA mS F 
是 就 证 明了 推论 . 

推论 1.2 如果 yp! 与 ao(y1) 有 公共 的 正则 点 ， 则 y+ RAM 
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轨道 . 

证 明 wR y Nod hm 是 正则 点 ， 则 (1. DARRE 
把 po 包含 在 内 部 ， 从 推论 1.1 得 知 , Hor ey’, MARE 
F p IFA a = SCP), BF p E yt 内 , 这 就 与 引 理 1,1 发 生 
矛盾 ,于 是 由 推论 1. 1 得 出 本 推论 . 

ZALIL MEMEO 1) 的 有 界 极 小 集 , 则 耻 或 者 是 临界 点 ， 
或 者 是 周期 轨道 . 

WA ”如果 ?是 包含 在 下 内 的 轨道 ， 则 (CY) 与 a(») 不 是 空 
BHEART. 由 于 它们 都 是 闭 的 不 变 集 , kaly) 二 wCy) = 时. 
如 果 半 包含 一 个 临界 点 , 则 由 于 对 某 ? 而 言 ,临界 点 等 于 oly), Be 
MA eth RRA, MRM Hoy PH ie FR. yo 
@(y) 推 知 了 与 a(y》 有 公共 的 正则 点 ， 再 由 推论 1.2 推 知 ? 是 周 
MAE, TR vy =o) = 了 , 这 就 证 明了 定理 1. 1, 

511.2. 和 如果 oO EA EMATEA AAA E yo M 
oy) =r. - 

证 明 如 果 结 论 不 成 立 ， 则 由 eof?*) 的 连通 性 推 知 存在 着 
ef?+)Nyo 内 的 加 所 成 序列 {ps} 与 ys 的 po EA n> co 时 p> 
Po， 由 于 po BIEN, HARRER LEA po 在 工 的 内 部 Lo 
Ay, MAREE 1.1 A olt) 站 Zo={zoj， 根 据 工 7 节 中 轨 柱 的 存在 
tE, po 有 这 样 的 邻 域 N, 任何 进入 交 的 轨道 必 与 Ze 相交 ， 特 别 对 
于 充分 大 的 # 而 言 ,? (pw) 必 与 Lo 相交， 但 是 我 们 知道 交点 是 po， 
AZAMARA Pa 属于 yo, 这 就 产生 了 了 矛盾 ， 

定理 1. 2. (Poincaré-Bendixson 定理 ) ,如 果 y E- RER 
EH, M oy 不 包含 临界 点 , 则 或 者 

i) pt=a(y*) 

或 者 
Gi) aty =p \yt 
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ZEEN — IMIR To 极限 集 是 周期 轨道 , 在 后 一 种 情况 下 ， 它 被 
叫 人 极限 环 、 间 样 的 结果 对 负 于 轨 也 正确 . 

证 明 ”按照 假设 与 定理 I 8. 1,w(y*) 非 空 , 紧 不 变 , 只 包含 正 
则 点 .因此 根据 引 理 I. 8- 1， 在 @(?y?) 内 有 一 个 有 界 极 小 集 于, 它 
只 包含 正则 点 .从 定理 1.1 推 知 对 是 周期 轨道 ye， 再 引用 引 理 
1.2 便 推 出 了 本 定理 . 

《1.1) 的 不 变 集 时 称 为 稳定 的 ， 如 果 对 于 形 的 每 个 e RU, 
存在 于 的 6 RU, A PU, 内 推出 六 (在 已, A Mi 
为 新 近 稳 定 的 ， 如 果 它 是 稳定 的 并 且 存 在 b>0 使 得 由 ?在 到 内 
推 知 当 # 一 co 时 有 (下 与 形 的 下 离 趋 于 0， 如 果 形 是 周期 解 , 人 们 
还 可 以 按 明 显 的 方式 定义 从 娟 的 内 部 与 外 部 而 说 的 稳定 性 . 

推论 1. 3 为 使 周期 轨道 yo 渐 近 稳定 ,必须 而 且 只 须 存 在 yo 
的 邻 域 G ER FO HENG pA o (yp) = vo 

证 明 TAKA, BR, WFP p 5 i> ht 
OC, p) yo 的 距离 趋 于 0. 假设 也 是 在 yo 的 p 的 横 截 线 , 又 假 
设 PEGN So9EcGnS， 这 里 的 8 与信; 分 别 是 yo 的 外 部 与 内 部 . 
从 推论 1 1 知 ,在 工 内 有 库 列 p, = ol p), = 9 Cti g), bo 
时 都 趋 于 Ps， 考虑 由 yI pepe 和 工 上 位 于 Ps pasi 
线段 形成 的 闲 曲线 与 由 OM age 和 工 上 位 于 gr Fae fl 
的 线段 形成 的 闭 曲 组 之 赣 的 区 域 UV。， 它 是 vo AOE IR, JERE}, 
{6h b> oH ba hoe he toe, 这 里 的 各 是 ye 的 周 
期 .这 一 点 是 从 围绕 yo 的 轨道 环 的 存在 性 推出 的 ; 于 是 从 对 初始 
数据 的 连续 性 推 知 对 于 任意 给 定 的 vo 的 邻 域 忆 ,存在 充分 大 的 
k AA p EU, AEM >O t DEU. A, i yo 是 稳定 的 . 

为 了 证 明 必 要 性 , 假设 yo WERE. TE v URA MR Ga, 
在 其 中 不 包含 平衡 点 , 而 G\yo 不 包含 周期 轨道 ， 由 Poincaré- 
Bendixson 定理 推 知人 每 个 罗 道 的 中 极限 集 是 周期 轨道 ， 由 于 vo 
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是 @ 中 仅 有 的 轨道 , 这 就 证 明了 推论 . 

推论 1.4， 假 设 p1.ps 是 两 个 周期 轨道 ,y Ey WADA vi 
与 ?2 之 闻 没 有 周期 轨道 或 临界 点 ， 则 这 二 轨道 不 可 能 在 1 与 ?2 
之 间 这 一 侧 渐 近 稳定 . 

证 明 MRi yny: 在 它们 之 间 这 一 侧 稳定 , 则 在 它们 之 间 的 区 
域 肉 有 正轨 道 vi VaR y = PNY y= Fri 对 于 任意 7 内 
的 pi 与 ys 内 的 po, 作出 横 截 线 荆 Le E ri NL AR p +p 
vill. 内 有 下 二 的 考虑 由 全 的 
A pipet AO Ly Ei Fp Spi il wh 
段 所 形成 的 Jordan 曲线 与 由 yd Oo 
pipi FO La 上 位 于 他 与 种 间 的 线段 所 
形成 的 曲线 ， 它 妇 之 间 的 区 城 记 作 S 
CRA 1. 2). 在 3 内 包含 负 半 轨 ,， 于 是 
Á Poincaré-Bendixson 定理 推 知 其 
中 有 周期 轨道 ， 这 是 个 矛盾 ， 由 此 证 
明了 推论 ， 图 Lz 

定理 1.3. Ry ER 的 闭 有 界 子 集 关 内 的 正 半 轨 ， XE, 
设 才 只 包含 有 限 个 临界 点 ， 则 下 列 情况 之 一 必 成 立 ; 

(i) oly 站) 是 一 个 临界 点 ; 

Gi) w(y*) 是 一 条 周期 轨道 ; 

Gii) w(y*) 包 含有 限 个 临界 点 与 一 组 轨道 7;, My aly.) 
与 9《y) 由 一 个 临界 点 组 成 , 见 图 L 3. 


Gi) ciiid 
图 11.3 
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TA off RSHSARTMHRA, 如 果 它 不 包含 正则 点 ， 
则 由 于 连通 性 , 它 必 然 怡 巧 是 一 个 点 ， 这 是 情况 (i)， 假 设 w(p+) 
有 正则 虚 又 包含 周期 轨道 vo 则 从 引 理 1.2 知 wly+) =yo、 这 是 
aii. 

REBR o0 ASEM RAD SL. 4 yo 是 
Ge() 内 的 轨道 ， 于 是 OCy)Colyt>, WME wly0) 内 的 po EE 
则 点 ， 而 工 是 过 po 的 、 内 部 为 Lo 的 闲 模 截 线 ， 则 由 推论 1.1 知 
oly) N Los elv) NE= {po}. M vo 必 在 某 @ 与 Zo 相交 .由 于 
Yo 属于 wo(y*)， 玖 有 =po， 由 推论 1.2 和 y 是 周期 国道 ， 自 
这 个 矛盾 推 知 4(y6) 没 有 正则 点 ， 但 是 of?e) 是 连通 的 ， 于 是 它 
PETAR ALR, Ro 极限 集 作 相 似 的 论证 ， 就 证 明了 定 
a, 

推论 1.5. MR y 是 包含 在 如 内 一 个 紧 集 中 的 正 半生 ,而 
OF AS ENA SST Po 则 在 o(y*) 内 有 一 轨道 ， 
其 «极限 集 与 极限 集 是 {po}. 

现在 我 们 来 讨论 在 周期 轨道 的 分 域 内 ,轨道 可 能 有 的 特性 . 设 
Yo 是 周期 轨道 ，Lo 是 在 vo 上 Po HERB, A (一 1) -> 是 同 
WE, 且 AO) =p. WR g 是 引 理 1.1 中 定义 的 函数 ， 则 由 于 vo 是 
周期 轨道 ,9(0) = 一 0。 由 于 9 的 定义 域 钱 是 开 集 ,0 EWA, 9 连续 
与 递增 ， 所 以 存在 e>0 使 得 9 在 (一 e,e》 内 有 定义 ， 并 且 对 wE 
《0,e) 有 9(w)>>0, 对 weE( 一 2e,0) 有 g(w) 二 0， 我们 来 仔细 地 讨论 
ECO, e) E gCo) >0 的 情况 ,在 (一 e,0) 上 9(w)<<0 的 情况 可 以 相 
似 地 处 理 ， 有 三 种 可 能 性 ; FE e Oee LAR 

G) 对 于 (0, ep ARS w, gC) <w; 

Gi) 对 于 (0, e1) h) w, g Ceo) >w; 

Gili) 对 于 sc 时 趋 于 零 的 正 序列 wa go) =w, 

在 情形 (iD 中 , 9"(w} 对 于 每 个 上 >>0 REL, PAARI kott 
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gw) >, BRL, MF SHO, ow) 显然 有 定义 ， 引 理 1.1 说 明 
外 (w) 单 调 ， 而 由 假设 推 知 此 序列 递减 ， 因 此 oo 时 g w) wy 
之 0. (B h lbn g (wo) =wo, 故 wo 二 0， 相 似 地 在 情形 (让 中 , 如 果 
EM Gg (wh ot Cw) Hil, WOM FET b> 0,9 Ow) EL, 递 碱 
FEAL boo kt gwo, 

如 果 用 轨道 与 极限 集 的 术语 来 说 明 这 三 种 情形 , 便 得 到 

EELA mR yo 是 周期 轨道 ,而 G 是 包含 vo HFR, G= 
GNS..4,=GNS, HPS. 与 S: 是 ?yo 的 内 部 与 外 部 ， 则 下 列 情 
R2—-WR: 

O 有 一 个 G 使 得 对 于 G. 中 的 每 个 了 或 者 有 vo=oly(p)) 
或 者 有 vo=aly(p)); 

Gi) 对 于 每 个 G, E G。 内 有 一 个 不 属于 vo 的 p 使 得 
aly) =y (pg) 是 局 期 轨道 . 

对 于 Gi 成 立 着 相似 的 事实 . 

在 此 定理 的 情况 (Gi) 中 ， 我 们 称 yo 为 极限 环 ; 即 yo 是 一 个 极 
RH, 如 果 yo。 有 一 个 邻 域 G, 以 致 对 于 G (或 Gi) 的 每 个 p， 或 者 
A oly) = yo RHA al) 一 ?0. 

Poincaré-Bendixson 定理 提出 了 确定 平面 自治 微分 方程 非 
常数 周期 解 的 存在 性 的 一 个 方法 , 更 具体 地 说 , 试图 在 到 作出 一 
AER D, 其 中 没有 平衡 点 , 井 且 是 正 不 变 的 ; 也 就 是 说 ，(1. 1) 的 
任何 初始 值 在 了 内 的 解 对 于 i>0 也 在 吕 内 ， 在 这 种 情况 下 , 我 们 
M Poincaré-Bendixson 定理 确信 由 于 万 包含 正 半 轨 ?+ 因 之 包含 
周期 解 . 如 果 进 而 能 断言 在 刀 内 仅 有 一 条 周期 轨道 , 那么 根据 定理 
1.4 与 推论 1, 3 知 它 是 渐 近 稳定 的 . 

今 对 Lienard 型 方程 

dt+g@)atu=0 a. 2) 
来 说 明 这 些 想 法 , 这 里 9G) 连续, A PAA: 
。68 。 


(a) aw f ganas Eu Waag 
(5) 当 jelo kt Gae, RFE RSO 以 致 


1.3 
Bt uA HOC) >0, 并 且 单调 递增 aD 
(c) BE o> 0 WL O<u<akt Gtu)<0, 
方程 (1. 2) 等 价 于 方程 组 
2 的 ， (1.4) 
$=-u 


这 个 系统 是 系统 (1. 1) 当 z= (u o) 的 特殊 情形 , 由 于 有 连续 的 一 
阶 导数 ,通过 如 内 的 任意 一 点 ，(1. 4) 有 了 唯一 轨道 ， 系 统 (1.4) 只 
有 一 个 临界 点 ， 即 4=0,5==0, 而 (1 9) 的 轨道 是 一 阶 方程 


Py (1.5) 
BORE. 

ML. DEH AR w= a8) 24 o> GE, 4 0<G @) Et 
递减 , AB o= 0( 2) 4 uO 时 递减 , <0 时 递增 , 同时 ,从 (4.5) 
描 出 的 轨道 在 ” 轴 上 的 切线 是 水 平 的 ， 在 曲线 一 Ge) 上 是 垂直 
的 ， 从 这 些 事实 与 关于 Gu) 的 假设 (1. 35) doa, (1. 4) 的 取 初 始 
值 4= 0, v0) 的 解 对 于 充分 大 的 v BRAR 1.4 中 所 示 这 种 一 


BERGA HHE. 


v=G iu) 
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从 假设 (1. 3a) 看 出 ， Re, 0) ECL. 4) 的 解 , 则 {一 & 一 力也 
是 解 ， 因 此 , 如 果 已 知 存在 着 图 1. 4 中 的 轨道 4885CD， 则 由 它 通 
过 以 原点 为 中 心 的 反射 得 到 另 一 条 轨道 ， 特 别 地 说 , 如 果 A = (0, 
v), D= (0,01), 51 之 V6， 则 通过 任 一 点 4 = (0, 96) (0 一 0 一 20) 
的 轨道 的 整个 正 半 轨 有 界 ， 事 实 上 , 它 必定 落 在 由 回 ABECD, 它 
对 于 原点 的 友 射 像 以 及 连接 它们 的 2 轴线 段 所 形成 的 Jordan pi 
线 所 界 出 的 区 域内 ”从 上 述 这 种 对 称 性 还 推 知 当 且 仅 当 v1=so 
时 (1,4) 可 能 有 周期 轨道 . 

我 们 来 说 明 存在 充分 大 的 yo>0， 使 得 如 图 1.4 所 示 的 解 存 
在 , 这 里 A= (0, 2), D= (0, —0:), vi <vo, 为 此 , ZER V (u, v) 
=u +o") /2, WÈ ue 是 (1. 人 与 人, 5) 的 解 , 则 

av 


(a) Gr = Me), 

av _ sao) 
O Ga Tau 1.6) 
() Tuai. 


利用 这 些 表 法 式 , 得 知 语 着 (1. 4) 的 轨道 有 


ro 


+f, Gude. 
显然 当 to~> oOo B—-TRAABABTS, WAP Bo Hh ee 
《8,0) 与 召 之 闻 的 任意 一 点 ,又 plv) = Gwar, 则 
-go0= -| em=| Gdo 
>f, ecoao>PyrxPFK， 


这 里 的 PJ.FK 是 图 1.4 中 线段 的 长 度 .对 于 固定 的 了 , 当 voo 
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- 时 PK > 0c, XRT a> co ht 6(a) 一 一 eo、 于 是 存在 vo 以 
RVD<V(A), 这 意味 着 <r, 并 且 通 过 4 的 半 轨 必定 有 界 ， 
另 一 方面 ， 此 半 轨 离开 原点 的 距离 也 是 不 等 于 零 的 ， 这 是 因为 从 


(1. 6a) 5 RIK (1. 3e) HEAR u) < 过 a 则 沼 着 (1. 4) 的 解 有 2 > 


0， 最 后 从 Poincaré-Bendixson 定理 推 知 (1, 4) 有 周期 解 , 于 是 得 

定理 1.5， 如 果 G 满 足 条 件 (1.3)， 则 方程 (1. 2) 有 非常 数 的 
周期 解 . 

如 果 对 GG 作 进一步 的 假设 ， 则 按 上 面 的 证 明 方法 将 证 明 恰巧 
存在 一 个 非常 数 的 周期 解 ， 事 实 上 , 可 以 证 明 

定理 1,6， 如 果 G 满 足 条 件 (1.3), Raf, WHE 2) 只 
有 一 个 周期 轨道 ,并 且 它 是 渐 近 稳定 的 . 

证 明 根据 这 种 对 @ 的 较 强 的 假设 ， 每 个 取 初 始 值 4= (0， 
vo), v0 之 0 的 解 有 如 图 1. 5 所 示 的 轨道 弧 . 


图 下 1.5 
用 定理 1.5 证 明 中 的 记号 , Be B= (wo, 0), IME wo<x 则 


VD VA) =]  Gturde>o, 


由 此 推 知 没 有 周期 轨道 能 有 wo 二 &。 
对 于 ua, MR 1.5 中线 BC 的 右边 引 人 新 变量 ”一 
G(w),y==v( 这 是 合法 的 , 因为 在 这 个 区 域内 G(z) 是 音调 增加 的 )， 
e71. 


那么 弧 BEC 便 成 为 端点 在 y WEHR BE C*, MEER 9 (v0) 
=| Glude= ody 是 由 曲线 B*E*C* 与 y 轴 所 界面 积 


的 负 值 ， 于 是 %(zo? 是 v0 的 单调 递 降 函 数 . 在 定理 1. 5 的 证 明 中 
还 指出 当 v> 时 了 (D) 一 (4) 赵 于 一 c、 于 是 存在 唯一 vo, 使 
2 一"(4)， 它 对 应 着 瞧 一 非常 数 周 期 解 ， 由 定理 1. 4 与 推论 
1.3 得 出 轨道 的 稳定 性 ,证 明 于 是 完成 . 

定理 1,6 的 重要 特例 是 van der Pol 方程 

ük), k>0. (1.7) 

在 上 面 的 粗糙 分 析 中 ， 对 于 定理 1.6 中 给 出 的 唯一 极 很 环 的 
位 置 , 只 得 到 很 少 的 知识 ， 当 微分 方程 中 包含 一 个 参数 时 , 可 以 讨 
论 当 参 数 趋 于 某 个 值 时 精 殉 的 极限 性 质 ， 用 van der Pol 方程 
(1.7) 来 涪 明 。 假 设 很 大 ;比较 具体 地 说 设 # 二 。 1 来 确定 >0* 
时 间 期 解 的 性 质 ， 这 类 振动 虽 做 松弛 板 动 。 系 统 (1. 7) 等 价 于 

et=v—G{u), 


a. 8) 


b= eth 
RRN Ou) Lu, MRM. 6, 方程 (1. 3) 对 于 每 个 >0 有 
礁 一 渐 近 稳定 极限 环 NE), 如 果 * 很 小 ， 而 在 图 1.6 中 的 轨道 
又 远 高 曲线 "= Gu), MACL. BAN e ARRERA, T v 坐标 


H rA 
GW 


图 116 
+ 72>» 


运动 缓慢 、 因 之 , PAE AEH BRM, BARE AR IE ha 
线 v 一 G(w)， 这 些 直 现 的 说 明 被 精确 叙述 成 

定理 1.7. 当 *>0 时 ，(1.8) 的 极限 环 趋 于 图 1. 6 中 所 示 的 
井 线 ”=G(u) 与 水 平 线段 组 成 的 Jordan 曲线 J, 

为 了 证 明 它 , 我 们 作 一 个 包含 了 的 环形 区 域 口 , ARU 5 J 
距离 等 于 任意 预先 指定 的 常数 , 又 对 于 充分 小 的 e， 所 有 轨 线 穿 过 
U 的 边界 向 内 ， 根据 Poincaré-Bendixson 定理 ,V 和 将 包含 极限 
环 夏 (e3， 在 图 1.7 中 画 出 了 ,其 中 记 为 正 的 常数 . 直线 段 81 与 
45 SAE v=G(u)+h,v=G(u)—h HE, WA 56, 12, 9-10, 
13-14 是 水 平 的 , 而 直线 段 23、67、 11-12, 15-16 EREM, 其 它 
线 的 作法 是 明显 的 , 内 外 边界 取得 对 称 于 原点 . EP aK BIS G 
是 穿 过 边界 的 有 向 线段 . 这 些 都 是 从 微分 方程 直接 得 到 的 , HAR 
依赖 于 e>0， 必 须 说 明 如 果 * 小 时 ， 在 边界 的 另外 线段 上 轨道 也 
是 由 外 向 内 的 . 按照 对 称 性 , 上 只 需 讨 论 34,45 与 10~11 上 的 情形 . 


v= Ou) 


jb 一 人 (aa 一 


ips 
on THA, = aku) 
i 2 
BEL? 
在 34 上 的 任意 点 (wx, Glu) 一 四, 沿 着 (1.8) 的 轨道 ,有 
dv —etu e'u eu(3) 


du o-a) RR 


这 里 的 %(3) 是 在 点 3 的 + 值 ,于 是 对 于 充分 小 的 e ETID 


. 73> 


9(w)，9(w) 是 曲线 G(a) 一 天 的 斜率 ， 于 是 由 在 这 一 段 弧 上 i<, 
推 知 轨道 罕 过 它 进 入 区 域 . 

BM 45, 有 | 一 G(w)1 一 名 于 是 罗 线 斜率 的 绝对 值 1zyea 
二 | 一 ej[2 一 G(w)]1 二 ew(4)1h 4 eo O MATE, MF eRe 
小 ,可 使 jav/du| 小 于 线 45 的 斜率 9(4), 于 是 由 530 推 知 当 。 E 
够 小 时 轨道 穿 过 弛 45 进入 已. 

PERM 11-12 的 长 度 。 对 于 足够 小 的 K, WEM 10-11 有 
iv 一 G(w) |>K, FAH (1.8) 的 轨道 Jdo/e| 小 于 ear/ 天 一 
es(1)/ 正 ， 当 es>0 时 它 趋 于 零 ， 故 对 于 小 的 e， 由 于 在 比 张 上 
>o, 轨道 进入 UL 

这 就 说 明 给 定 上 述 业 型 的 区 域 0, 总 可 取 e 足够 地 小 , 以 保证 
轨道 罕 过 如 的 边界 向 内 , 显然 只 要 合适 地 选取 在 作出 忌 时 的 参数 ， 
恒 可 使 品 如 所 希望 的 那样 近似 于 J, 由 此 证 明了 所 要 的 结果 ， 

习题 1.1， 证 明 下 述 定理 .在 形 中 任何 包含 (1. 1) 一 条 有 界 
半 轨 的 区 域 中 必 包 含 一 个 平衡 点 ， 提 示 ; 利用 Poincaré-Bendix- 
son 定理 与 定理 1. 8.2. 

习题 1.2， 上 面 的 定理 在 ?内 仍 正确 吗 ? 给 出 例子 . 

习题 1. 3 证 明 下 述 定 再。 如果 在 一 个 闭 二 维 胞 腔 乡 中 div 了 
有 沁 定 的 符号 (不 包括 零 )， 则 台 没 有 周期 解 . 提示 : 利用 在 由 中 
内 周期 轨道 所 界 区 域 上 由 Green 定理 导出 的 矛盾 来 证 明 . 

JALA BRO RS C= 了 (ft,2), 这 里 的 了 了 对? 的 一 阶 导 
数 连 续 , JG +L a) RKO AFR, 它 同 胚 于 闭 的 单 
位 图 盘 ， 同 时 , 对 于 任何 解 Ct, o), z(0，zo)=zo， 假 设 有 卫 (xo) 
使 得 对 所 有 (> T(x.) 而 言 ,z(t,zo) 在 OA, FA Brouwer 不 动 点 
定理 证 明 存在 整数 m， 以 致 方程 有 周期 为 欠 的 周期 解 。 是 否 存在 
局 期 为 1 的 周期 解 呢 ? 

习题 3.5， 假设 了 如 同 习题 1. 4 中 所 设 , 又 存在 ADO 使 得 对 
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FRA t, eA rfi aA, MR g)=g+1), RIE 
JERS, WHR t= f(t, 2) tR A 1 eR. 

习题 1. 6 极限 环 是 否 必 为 孤立 的 周期 解 ? 解释 之 . 

JAL? Bik yy 是 二 维系 统 的 周期 轨道 ， 又 设 8. FS, 分 
别 是 yo 的 外 部 与 内 部 ， 能 否 对 于 某 个 方程 而 言 ， 对 S; 中 所 有 Pp 
A aly (p))=vo xt S. 中 所 有 YY A olla) =y MHZ. 

JA 1.8. MF Lienard 方程 ， 是 否 必 有 从 外 侧 稳 定 的 极限 
环 ? 是 否 必 有 从 内 侧 稳 定 的 极限 环 ? MERZ. 

习题 1. 9。 能 否 有 二 维系 统 以 改 在 革 个 环形 区 域内 的 每 条 轨 
道 是 周期 轨道 而 环 的 边界 都 是 极限 环 ? 对 于 解析 系统 能 发 生 这 种 
情形 吗 ? 解释 之 . 


2， 环 面 上 的 微分 系统 
在 这 一 节 里 , 我 们 讨论 一 阶 方程 组 
$=4(4,0), (2.1) 
6=8(6,0) 
解 的 性 坊 , 这 里 
P(G4+1, 1) =O(4, 041) =O, 0), 
OE +1, 0) =O(¢4, 8+ 1) =O(4, 0). 

我 们 假设 S, OES, 又 在 办 9 平面 内 , 通过 任意 给 定 的 点 ，(2. 1) 
HEA. HFD, OKR, 解 将 在 (一 一 , oo) 上 存在 . 

MRES, 89 平面 内 单位 正方 形 的 对 边 看 作 是 重合 的 , 那么 就 
产生 出 一 个 环 面 光 ， 而 方程 (2. 17 可 以 解释 为 环 面 上 的 微分 方程 
把 (2. DE 由 9 平面 内 的 鸭 道 在 环 桓 上 进行 解释 ， 就 像 图 2. 1 中 
那样 

我 们 还 假设 (2. 1) 没 有 平衡 点 , 特别 , 对 所 有 d, 0A OG, 0) 
+0, FEC. 1 的 相 图 由 


(2. 2) 
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(2.3) 


所 确定 , 这 里 的 4(4, 9) 对 所 有 6 连续 ,并 且 
A(G +1, OD =A(G, 9+1) =A(G, 9), 
下 面 围绕 着 (2. 3) 的 解 来 讨论 ， 
RET TRKRR 
2=(R+ rc0s2x8) cosdag, 
y=(R+reos2n6) sin2xg, 
2=7sin2n@, 
O<g<l, ONP<1, O<r<R 
RA 天 ， 这 样 作 仅 仅 是 为 了 术语 的 方便 ， 我 们 将 把 圆 = 常 数 叫 
ETER HE 9 二 常数 叫做 续 线 . 

全 2.1. 在 (2.1) 中 如 果 P=1, O= Ho, WZ. 3) 中 
AO, 98) =o, (2.3) HITE Olho bo, 00) =06 BOM Ob, Bo, Or) 
=0(b bo) +4, 

情形 (i) 如 果 避 是 有 理 数 , 比方 说 o=p/9, 了 与 4 为 整数 ， 则 
0(got+ 9.40%) =06+p， 但 在 环 面 了 上 ， 对 于 任意 整数 了 .4， 虚 
($0, Epot g bo 十 下 是 相同 的 点 ， 于 是 在 少 上 通过 (go 90) 的 
执 道 是 闭 曲线 .由 此 椎 知 把 (2. 4) 中 的 销 数 用 由 (2. 1) 给 出 的 9、 6 
的 参数 表达 式 表 示 为 4 的 函数 时 , 它 是 周期 函数 . 
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(2. 4) 


情形 (ii) IR o ETAR, MDE EM 六 & 使 得 对 于 任意 
OH lhota, bo, Oo)=p+h.. AZ, ET bie AP, (2.4) h 
HERA SAH, ROARED, 7 Rua 
多 中 稠 客 ， 由 于 平面 内 的 轨道 都 是 斜率 为 常数 上 的 ， 只 需 说 明 轨 
道 在 子午 线 6-0 内 稠密 恒 行 了 ，、 存 在 常数 58>>0, 使 得 对 于 [0, 1) 
中 任意 y, 有 整数 对 (qs, Pe) 的 序列 , 4 k> 时 go, 以致 1o 一 
Pelta yll <S/at. LET E, (de, (qe, 0, 0)) = (0, 0q) = (0, Be 
十 ?十 办 ) 一 (0 yt), AEH kco Hm, 0. 这 证 明 通 过 (0, 0) 
的 轨道 稠密 ， 对 任何 其 他 扫 道 而 言 ， 同 样 结论 也 显然 正确 ， 把 由 
(2. 1) 给 出 的 9 $ 的 参数 表达 式 代 和 之 后 ，(2. 4) 中 各 国 数 对 上 就 
是 拟 周期 的 (其 定义 请 看 附录 ), 这 是 由 于 对 任意 初始 点 (go 0) 它 
们 显然 可 以 表示 为 eA} =4(t, ot), yC#)=b2U4, ot), z£) = 
6s(1, of， 这 里 的 每 个 上 是 它 的 每 一 个 自 变 数 的 周期 等 于 1 的 局 
eh Be, 

例 2. 2， 如 果 ACG, 0) = sin 208, 在 S 上 就 有 两 条 闭 轨道 9=0 


与 gat, ET LRA 0=0 5 0=1 是 相同 的 ， 显 然 ， 对 于 任意 


bo, 0 过 如 过 1， 在 上 的 对 应 轨道 以 闭 轨 道 sbo BRK, 
以 闭 轨 道 O= 0 作为 < 极限 集 . 

在 这 两 个 例子 中 有 两 个 值得 注意 的 差别 ， 在 例 2,1 的 情形 
Gi), 多 上 任意 轨道 的 a 与。 极限 集 是 久 本 身 . 在 例 2.1 的 情形 (i)， 
每 条 轨道 是 闲 的 , 而 在 例 2. 2 中 , 存在 若 孤立 的 闭 轨道 ,它们 是 其 
它 所 有 轨道 的 极限 集 ， 下 面 将 对 于 光 裤 的 向 量 场 证 明 ， 今 上 的 一 
般 方 程 (2. 3) 的 任意 轨道 的 @w 极限 集 与 «极限 集 必然 是 2 本身 或 
闭 轨道 . 

由 于 《2.3) 的 每 个 解 在 一 =< 上 $< 上 存在 ， 故 了 上 每 条 轨道 
必 穿 过 子午 线 O: 上 $=0, 因此 总 可 取 初 始 值 为 (0, E), Be Od, EE 
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《2. 3) 通 过 (0, £) 的 解 , 000, E=, 从 (2. 3) 解 的 唯一 性 假设 扒 
知 , 86(9, 刁 对 于 每 个 攻 而 言 是 所 的 单调 递增 函数 ， 同 时 , Beat E> 
90, ORER ERED A SHAE, has a 4E 
T. BRE, 
TP=P,, P=(0, $), Pr=(1, 0(1, £)) = (0, OC, &)), 
从 (2. 3) 解 的 唯一 性 知 b{1, 如 是 单调 递增 函数 ,于 是 了 保持 着 
的 定向 ， 此 外 , 由 (2. 3) 的 周期 性 与 解 的 唯一 性 推 知 
(四 二 十 ma) =O(4, £) +m (2. 5) 
对 任何 整数 名 成 立 . 
在 定义 
T'P=T (P), TIP=P 
以 后 , 容易 看 出 
T*P=(0, O(n, £)); F""P=T"(T"P) 
对 所 有 m,n=0, +1, … 成 立 ， 首 先 , 由 于 OC, GERR, TOP 
= 卫 推 知 从 P=TKT7'P) 唯 一 地 确定 了 71, 因 之 上 述 定义 对 所 有 
负 整 数 也 有 意义 , 并 且 可 以 归纳 地 确定 了 "?, 7 等 等 ， 为 了 证 明 
上 面 的 断言 ,注意 (2. 3) 的 周期 性 及 解 的 唯一 性 , 推 知 
Olm, O(n, £)) = O(n, O(m, E)) =0 (m+n, £) 
对 所 有 整数 mm, # 成 立 ， 这 个 关系 式 直 接 产 生 上 面 的 断言 . 
定理 2.1. (2. 3) 的 旋转 数 


pa jim OE) 


Inoa n 
存在 , 而 且 不 依赖 于 所 Hih p 是 有 理 数 的 充分 必要 条 件 是 了 的 
基 些 矫 有 不 动 点 , 即 在 环 面 上 存在 闭 轨道 . 
旋转 数 可 以 解释 为 图 线 纬 线 的 带子 对 于 子午 线 的 平均 旋转 
角 ， 或 解释 为 ($, 6) 平面 内 通过 原点 与 过 (0,) 的 轨道 上 的 点 Cn 
gw 多) 的 直线 的 平均 斜率 ， 
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定理 2. 1 的 证 明 ， 分 成 四 部 分 . 

O WR MET EE, 则 它 对 每 个 三 存在 , 并 且 不 依赖 于 
E BOO, OWE(25), Rese 0<56，3<<1 的 情况 ， 对 于 
0<6,6<1, 从 关系 式 (2.5) 与 9(#, 对 5 的 单调 性 推 知 

O(g, E)—1=0(8,5—1) <4, E) <O (d, E+1) 
=0($,8) +1, 
由 此 便 可 推出 所 要 的 结果 . 

GD p 总 是 存在 的 . 下 面 的 证 明 是 M. Peixoto 通信 提供 给 作 
者 的 。 根 据 (i), 我 们 只 需 考 虑 上 =0， 对 于 任意 实数 5， 存在 整数 
m, WA OSE—m<l, FFL OCG, 0) <0 (gd, §é—m) <O(d, 1), HK 
(2. 5) 又 推出 

日 (区 0) <I, E) —m<O(G, 0) +1. 
如 果 p=E—m, 则 0<? <1, 而 从 上 面 的 关系 式 得 到 4 (Pd, 0) 一 ?所 
OCA, E) -§<0(4, 0) 十 1 一 ?， 由 于 0<y 扩 1 得 知 

O(g, 0) —1<6(g, £) —§<0(4, 0) 十 1 
对 所 有 办 成立， 特别 地 说 , MPR BR mA 

alm, 0) —1<6 (m, £) —E<O(m, 0)+1. (2.6) 
从 这 个 关系 式 又 得 知 0 (2m, 0) =6 (m, O(m, 0)) WE 20 (m, 0) 一 2 
<20(m, 0) —1<6 (2m, 0) <28 (m, 0) +120 (m, 0) +2. 

逐次 使 用 (2. 6), 得 知 

nô Cm, 0) —n<6 (nm, 0) no (m, 0) +n 
对 所 有 nO 成 立 ， 
nO(—m, 0) —n<6( —nm, 0) nO (—m, 0) +n 
对 所 有 nO 成 立 ， 于 是 
Som, 0) -2m 0) <TH 
对 所 有 nm m0 成立， 交换 tr 的 地 位 ,得 知 
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Olam, 0) _ 0(n,0) 
-CO 
对 所 有 n,m 天 0 成 立 ， 利 用 三 角 不 等 式 便 得 


pao | < 局 再 + 本 
n| fm 


<i 
|n 


TH ORE, BAF Am A 0 —O(m, 0) /m|<1/ mI. 

现在 给 出 (让) 的 另 一 个 证 明 . 

读者 如 果 愿 意 ， 可 以 直接 读本 定理 证 明 的 第 (iii) 部 分 ， 这 个 
证 明 的 想法 用 另 一 个 例子 能 最 好 说 明 ，《〈g， 旨 平面 的 通过 原点 的 
直线 工 的 斜率 由 此 直线 区 分 整数 对 (1m, 2) 的 方式 所 唯一 确定 ， 比 
较 具 体 地 说 ， 如果 A, 是 在 工 下 侧 的 整数 对 Cm，xw) 所 成 的 有 理 数 
nim 的 集合 ， 而 R 是 在 工 上 侧 的 整数 对 (m， 弛 所 成 有 理 数 的 集 
合 , 则 可 以 证 明 所 有 的 有 理 数 除开 可 能 有 一 个 例外 ， 包 含 在 Ry 或 
R A RARS, 而 由 Ro 与 Ry 所 决定 的 基线 便 定义 一 个 实数 ， 
它 是 问题 中 直线 的 斜率 . 

这 个 想法 辣 样 可 用 于 证 明 旋 转 数 2p 存在， 设 上 (1m,%) 是 (2. 3) 
在 (#, 69) 平面 内 通过 点 (Cm, 2) MALIA, RS L= LO, 0), BRIAR 
平移 以 外 ,曲线 L(xm, n) 与 工 是 相同 的 。 设 8(g%, mm， 他 是 (2. 3) 满 
E Olm, m,n) =n HORE, WMR OO, m,n) >O, RINE Ln, E L 
EM, 如 果 O00, m,n) <0, MiK Lm ELTA. RENE — HE, 
这 显然 等 价 于 说 如 果 OG, m,n) >e, 0, Oe, 0, 09) Ml 
Lem ELMER, OR (mm,%) 在 工 上 侧 ， 则 对 于 任何 正 
整数 , Liem, kn) BEL EA 事实 上 ， 由 于 通过 平移 (mm,%), LE 
% Lm, n) Lim, 2) By Lm, 2n), te Lm, 2n) Æ Lim, n) 
ER. 一 个 归纳 过 程 便 给 出 了 结果 .对 同样 的 曲线 工 与 Lm, n) 
实行 平移 (一 mr, 一 2), 可 见 如 果 Lim, n) E LEA, WL(—m, —2) 
ELTEM, AHE 上 >>0， 工 (一 tn， 一 85) 在 工 下 侧 ， 这 些 都 说 
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明 情况 与 前 面 的 剖 分 为 Bo 与 Ri 时 没有 不 同 之 处 .就 是 说 ， 如 果 
Lim, ELIS PCE), Wl n/m 属于 RCR). Bo 与 R 都 是 非 
空 的 类 ， 这 是 因为 如 果 n> RIK, ML ELEM, LA, 
一 9) 在 工 下 侧 ， 如果 nem 不 在 Ro A, m s/r>njm, W s/r 2B, 
K. 事实 上 ,二 (rm，78) 或 在 己 上 侧 或 与 乙 重合 ,而 工 (rm sm) 又 
在 工 (rm rn) ER, KERF Lom, sm) Lom, rn) 通过 平 
移 (0, sm—rn) BA, 而 sm—ra>0. FE Lirm, sm EL EM, 由 
KR rm/sm=r/s 属于 Ri。 相似 地 ， mẹ r/m WER 内 ， 而 
s/r<njm, W s/r ERA, 于是, 所 有 的 有 理 数 除开 可 能 有 一 个 
例外 , 包含 在 Ro 或 R A, 而 由 Ro 与 R 确定 了 一 个 实数 o. 

尚 须 证 明 p 是 定理 中 所 定义 的 旋转 数 . 假设 和 % 是 给 定 的 整数 ， 
又 令 % 为 最 大 的 使 %/m 在 R 内 的 整数 ， 则 n<pm<ati, ii 
Lm, 7) 的 每 个 点 在 工 下 侧 , Lm 十 1) 的 每 个 点 不 在 工 下 侧 ， 于 
是 , th Lm, nw) 上 的 点 是 (8 -tm, 06($,0) + DR 

Olh, 0) +n<O(dim, 0) <0(¢, 0) 十 下 十 1 
特别 对 b=0 有 
0 (1m, 0) <a+1, 

wA 


1 
[m |” 


sa -< 后- 


可 以 取 有 理 数 序列 n/m, 1mi 一 >， 来 近似 p, 使 得 对 于 某 个 常数 
« Hlo—a/ml[<x/|m|, FË 
pemo -p j 


由 此 显然 可 推出 


Gi) 如 果 了 的 某 些 宕 有 不 动 点 ， 则 器 是 有 理 数 ， 事 实 上 ， 如 
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果 存 在 整数 内 与 5E[0, 1) (E TEE, 则 还 存在 整数 使 得 9 On 
Dash 由 于 o= lim ED 存在 ,我 们 有 


` panD = lim EË E, 
Sae AM ~~ Rm M? 


he 是 有 理 数 . 

Gv) MR BARR, MT HSL TAA. BE o= 
k/m, k, m 为 整数 且 m>0, LAT 没有 不 动 点. TERATE é 
OKEI HOC, SHE+k MRR FEELS, 1) 有 0 (zn, £) 
>é+k, WWE a>0 使 得 O(m, §£)-§—-kea>0, 对 于 任意 
5E( 一 0, oo)， 存 在 整数 了 与 SE[0，D) 使 得 6 一 p+f， 由 美 系 式 
(2. 5) Him Cm, E) 一 5 一 k>a 对 所 有 5E( 一 oo, co) Ri, RAH 
用 这 个 不 等 式 , ER rm, 5) 一 E>r(E 十 a) 对 任意 整数 7 成立。 
PRIA rm HG r>, E pki m+ a/m, 这 和 P=k/m FB, 这 
就 完成 了 定理 的 证 明 . 

推论 2. 1， 在 对 8 满足 Lipschitz Ri — RAR AC, 8) 
中 , (2. 3 的 旋转 数 p= 2(4) 随 4 连续 地 变动 ; 也 就 是 说 ， 对 于 任 
Berd A, 存在 4>0， 使 得 如 果 maxl4(4, 6)—B, 0)|<d 
BRA | e(A) — p(B) i<e, 

证 明 WRA 6.64, 0) 5 856, 0) ap Bilt (2. DELA A BB 
ERAR, 2(6)=0,(8, 0)—On(¢, 0), MEA fy Lipschitz 常 
数 , 则 


Si = (A, #6) +844, 0)) AG, 05($,0))] 


—[BG, 8al, 0)) ~A (4, On(@, 0))I, 
又 对 于 所 有 $5 有 


ag 
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于 是 对 于 所 有 有 
164(9, 0) --85(4, 0) KL 'e efesup BCE, 0)— ACP, 8) |. 


在 定理 2. 1 的 证 明 的 第 (ii) 部 分 中 , 得 到 了 序列 94 (m0)/m 
趋 于 旋转 数 P(4) 的 速率 的 估计 值 , 即 对 所 有 到 有 194(m， 0) /m— 
PCA) <1/| ml), Gxt BT aR m 


|p(4) p0) | <| ota) — 240-9) | 


+] om 0) alm) | 


— p(B) | 


< 


Tan] 
对 于 任意 e>0, 选取 | m [HUB AE, MOF EAS 


lm | 


出 并 且 国定 了 的 m 选取 50 使 得 如 果 max14(6,0) 一 B(#，9)1 


达 6 就 有 194Cm,0) 一 9a(m,0)| 志 1， 这 个 事实 与 前 面 的 不 等 式 在 
一 起 就 证 明了 结果 . 

推论 2.1 的 结论 在 不 假设 4(6, 9) 对 8 满足 Lipschitz 条 
件 时 实际 上 仍 是 正确 的 ， 要 证 明 它 ， 必 须 用 定理 13.4 的 加 强 形 
式 ， 它 在 假设 解 是 唯一 的 条 件 下 断言 微分 方程 的 解 对 于 向 量 场 具 
有 连续 依赖 性 ， 证 明 这 个 断言 是 一 个 有 意义 的 性 题 . 

ER 2.2. 如 果 旋 转 数 p 是 有 理 数 , 则 (2, 3) 在 环 面 上 的 每 条 
轨道 或 者 是 六 曲线 或 者 趋 于 闭 曲 线 ， 

证 明 (Peixoto)， 由 于 pp 是 有 理 数 ,在 上 存在 与 的 每 条 
子午线 相交 的 闭 轨道 ?， 因 此 , \y 拓扑 等 价 子 一 个 环 域 D IN 
y 上 的 微分 方程 (2. 3) 等 价 于 矿 上 的 平面 微分 方程 ， 由 于 没有 平 
fii, JA Poincaré-Bendixson 定理 与 定理 1.2 便 得 本 定理 的 
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结论 ， 
本 章 下 面 的 内 容 是 讨论 却 转 数 p 是 无 理 数 时 (2. 3) 的 轨道 的 
特性 . 

设 名 CC 是 自 (2.3) 引出 的 把 >. 上 子午 线 C 映 人 自身 的 

映射 ， 对 于 人 内 任意 P, 令 
DP) = {T*P, n=0, +1, +2, e}. 
RE D(P)A D(P) 的 极限 点 集合 ， 又 设 名 是 空 集 . 

引 理 2.1. 假设 p 是 无 理 数 , m5 n Beene, PACH 
WEA, Ma5 pE HAR, WE aN =P, TP}, cB 
=C, MDO NLE DONS HOME CH BT RY, 这 
里 的 a? 与 po WE a 5 BE. 

证 明 集合 U THO? 覆盖 了 C， 因 为 如 果 不 这 样 ， 序 列 


{PEO "(TmP)} 将 趋 于 极限 Po HTP Po = Pe, 根据 定理 2.1, 就 
BAS p 是 无 理 数 相 矛盾 的 结论 ， 结 果 对 于 任何 C 中 的 8 而 言 ， 
存在 整数 多 使 得 如 在 Te h ATQ tee? 内 , MED 
Ne O, AMRICTAF 2. 

定理 2.3. 如 果 P 是 元 型 数 ， 则 D'(P) = 对 所 有 了 P 卫 是 相同 
的 , TF =F, 并 且 或 者 

O 了 =C( 各 雯 历经 情形 ) 
或 者 

Gi) F 是 无 处 稠密 的 完备 集 . 

ER ORS RT DCP), 则 存在 序列 {PCD(P), 4 k> 
时 Pi FS. 对 于 这 个 序列 的 任意 点 Pe 与 Peas 和 内 的 Q, 根据 
引 理 2.1 Ste EMER e 使 得 TP" REC LI AR a, 
BRE, TEH bo TOSS, 并 且 D'(P)CD O). A 
的 议论 显然 可 得 D (OCD P) 这 就 证 明了 定理 的 第 一 个 结论 , 
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PURO EFA, WEES my 5 PRGA b> oo HE TPQ. 
由 此 显然 可 推出 TQ RFPS TOO RTF. kk TFF. 

如 果 五 是 吾 的 任意 元 素 , 则 由 P=D'(Q) 对 每 个 @ 成 立 这 一 事 
实 推 知 对 任意 OCF 存在 整数 x 的 序列 使 得 PUQ>R. 于是, F HG 
极限 点 集 是 也 本 身 , 故 已 是 完备 集 . 

REF AS CH-RMM y, 则 vv 包含 端点 为 T"P STP 的 
MFA, Xam 是 某 两 个 整数 ， 己 是 C 内 某 元 素 ， 于 是 由 引 理 


2.1 知 oR, WHEE Po, To, ER, RAM 


了 二 0， 这 就 证 明了 定理 、 

我 们 的 下 一 个 目的 是 求 出 保证 了 是 各 坊 历 经 的 充分 条 件 ， 即 
保证 了 的 选 代 极 限 集 五 是 C 的 充分 条 件 . 

令 Pa=T"P,n=0, +1, +2... MR REE, Mae 
BA PEDA REBRA, 从 引 理 2.1 可 推 知 存在 整数 x， 
使 得 对 于 [el <n, E a 的 内 部 a? 的 Ps 只 可 能 是 Pa RP ET 
的 任何 窄 都 没有 不 动 点 ， 故 对 于 任意 N>O, ALB 取得 其 小 ， 
使 得 RN. ATAZEN, M PEA 内 ， 令 PoP., 记 C 的 端 
点 为 Po 5 POM, 它 也 属于 4。 我 们 对 这 段 弧 指定 与 0 的 定向 
相同 的 定向 . 此 外 , 令 PLPL(b=0, 1, 0, n— 1) id C 的 联接 P, 与 
Pn 的 与 C 有 相同 定向 的 弧 , 

引 理 2.2, k=0,1,--,n—1 时 , SM PPL. 不 相交 ， 

TER ”如 果 结 论 不 真 ， 则 在 集合 { 一 5, ntl, nlp 
A LEO, Lo el pat bP. 属于 PP, ,的 内 部 
PP iw FRAT RR, Aon P 在 Po 内， 但 从 zs 
的 取 法 知 —n<l kark, ERTER, RE —2n+1<l—k 
<n ATP, 属于 已 PE _*， 推 知 PussPi SP Pin 相交 ， 特 别 地 
WPL PP 内 FR Pani 在 已 PC 内， 由 于 Ock nr 
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<n, 这 是 不 可 能 的 ， 这 就 证 明了 引 理 . 

定理 3.4. G pÉ) =O, E), SESIL MR pp 是 无 理 数 ,而 
+ 有 连续 的 一 阶 导 数 yp >, By BAA BERR, NTRS 
历经 的 . 

证 明 取 yE) 为 P =p OTE 的 唯一 解 ， 这 里 的 
P(E =E, NHARE £= p (E), k=0, +1, =, FE TPs 
(0, CE3), P=(0,6), FURR MRAM, 我 们 有 


we -fire we -[F re- oy ， 
jad j= 

这 里 的 如 (6) ay (8) dE, BURP 5 n 是 像 引 理 2.2 之 先 所 选 定 

的 ， 由 于 PP ,人 = 0.4 n DRRR, RIIE 


1 o 


pve) (ity Ea) 


jad 


-|En CD-a Edf, 


fad 
这 里 的 下 是 in 多 HAE, MAT y 的 假定 得 知 Iny BFA 
变 差 国 数 ， 故 


-< 人) dy" (E) 
e fet 3 a ae te” 


Wa’ aR, 
假设 a 是 C 上 长 度 为 6 的 任意 一 自强 、 如 果 S, Tho 的 长 
BE, 则 


ô +6-,= 


iT aa ere 
Ge tone mel (Ge Be ace? 
Krootit KAEO, 


+ 36> 


WR REAR HT RE SHEDS), 我 们 在 OFAR 
MALE AWM, 这 是 能 做 到 的 ， 因 为 好 是 无 处 稠密 旦 完备 
ORS. HF THF BT REA, MARAT a(k=0, +1, =) 
BECK A, APARER AREA, 又 如 果 它 们 的 端点 有 
一 致 的 , 它 就 对 应 着 卫 的 某 次 震 的 不 动 点 ， 所 以 当 &# 了 时 了 ra 
Tia= 色 ， 于 是 由 C 的 紧 性 得 知 boo HS +54>0, HERA 
盾 推 知 OF RAM, 定理 就 证 明了 . 

说 明 如 果 (2.3) 中 的 AD, OA O 的 一 ,二 阶 篇 导数 省 续 ; 定 
理 2.4 RF pCR AAR, AIL, 从 定理 工 3. 3 
与 习题 I. 3. 2 推 知 p (E), p” (ENER, MERLE P(E) MF OES 
为 有 界 变 差 函 数 ， 此 外 , 从 定理 L 3.3 还 可 得 知 20d, H/PERHM 
ESR 

dy DA, y 

ag a 
的 解 ， 在 $=0 的 初始 从 是 1. 因此 ， 当 0<#<1 时 , O= 
30{1,£)/98>0. 

Denjoy 在 [1] 中 用 例子 说 明 , 如 果 关 于 乡 的 闪光 性 条 件 故 松 ， 
定理 2.4 便 错 了 . 

至 今 还 没有 方法 确定 (2, 3 的 旋转 数 。 REM AG, 6) 的 
显 式 依赖 关系 ,特别 是 断言 是否 有 有 理 数 ， 然 而 ，Denjoy 的 结果 
却 是 触目 的 , 它 说 明了 光滑 性 在 消除 微分 方程 的 病态 中 的 重要 性 ， 

假设 记号 与 定理 2.4 及 其 证 明 中 相同 . 

引 理 2.3. MWR RAM, Wee oe i eR, i i= 
PD, n WHER, M gE, +m) =npt in BRBAALE, + mm} He 
LES a MEM . 

证 明 在 下 面 的 证 明 过 程 中 ,4 mr, oN. (tm 
的 元 素 的 序 不 信赖 双 即 从 £n + mE, + atl + <b, +8 对 任 

.7 


Be MI ASH TIM Ecs m Ht Eirce m 对 任 
CR, MERRER, HEER n UR n- EER, UM 
意味 着 也 的 基 次 敌 有 不 动 点 , 与 FAERIE RIAA. 所 以 ， 
只 需 取 # = 0 醒 行 了 . 

回忆 9" (0) =9(m,0)， 如 果 了 <0Cm, 0r, 则 由 反复 应 用 
(2.6), 得 知 

(am, 0) + Ce—1) PSO (em, 0) <8 (m, 0) + (k—1)r 
对 任意 整数 >0 成 立 ， 于 是 


Bim) 4 (4-2 )pccm t 0m0 Cm 7 (Ly 


取 &~>ce 的 极限 , 得 p<mp<r, WT Pp 是 无 理 数 ,， pampar, 

AME O(n, 0} + m<O(r, 0) +s, MOG, m)<O(r, s), FB 
80m 一 ?7,2m) 过 000,8) 或 8(n 一 ?,0) 十 m< 二 s， 根据 前 一 段 知 p(n 一 
r}<a—m R pr 十 m 二 pr 十 s, 这 就 是 要 证 明 的 ， 

定理 2.5 如果 卫 是 各 态 历经 的 , 旋转 数 是 无 理 数 p, MT $ 
Th FC fin p 的 旋转 ; 即 存在 C 到 C MAIR, 使 得 GT= 
RG, XBW REC BTA 20 的 旋转 . 

证 明 4 9 Wal 2. 3 he CR, A=inp tm}, B= 
{E,+m}, n mee, ATTASAAABS, BERPA, 
MAF ORR, AEKRPOAE. 9 是 从 至 到 4 的 连续 函 
AF BRE, 9 可 以 唯一 地 并 且 保 持 连 续 , 递增 性 质地 扩充 到 
全 体 实 数 ， 我 们 仍 记 这 个 国 数 为 乡 

INR né tm, gin) =np+ m, WE 

giant D=rptm+l =g) +1, 
gA =9( Etm) =g E) +m) glat) (2.7) 
=(stl ot+m=9(D+0 
由 于 B 秽 密 及 9 连续， 得 知 对 所 有 实数 90 二 1) 二 899) +1, 


+ 38. 


IMD =g) +e, BEO=9@), Onl EMT BBG: 
C>C KERIO = 900) +p 推 知 OL= AG, 定理 证 毕 . 
定理 2. 6 (Bohl) MRT RESHAH, 则 存在 国 数 oy, 
2), EM yz 连续 , 并 且 对 所 有 y, z 满足 
@(y+1, 2) =aly, 2+1) ey, 2), 
并 且 使 得 (2， 3) 的 每 个 解 6 适合 
elh) = od t+e+oald, pdte), ` (2.8) 
这 里 的 。 是 常数 , 是 旋转 数 。 反 过 来 , 对 于 性 意 常数 ， 由 (2.8) 
给 出 的 9(%) 满足 (2.3), [0 D 中 每 个 * 对 应 着 唯一 的 4(0) 
(mod1), 
“证 明 设 5 是 任意 实数 ， i OCS, É) (2: 3) ME BOC, £) =É 
的 解 。 我 们 知道 
Olh, EHD =0(4; £) +1, 
‘08+1, 2 =0(4, ACE), 
这 里 的 0) =00,2), SME, oo 是 定理 2. 5 的 证 明 中 给 
定 的 函数 , RF biog 的 逆 ， 从 g 的 性 质 (2.7), 我 们 有 
hle+1)=h(6) +1, 
Phe) = he +p). 
WRDD, c) = 009, RC), WA 
Og, £1) =O, Ke +1)) =O€4, kC) +1) 
=0(¢,A(c)) +1=8(¢4, e) +1, 


O@+1, = O(H+1, k(c)) =OC¢, cate) 

=0($, Alot p)) =O8(¢, c +p). 
如 果 对 所 有 实数 z， 令 wly,2) 一 6(y,z 一 p9) 一 z?， 则 容易 看 出 
oy, z+t1)=@(y +1,23) = 07, 3), 于 是 


Og, h(o) SHC, c) = ph tet op, od+e), 


+ BR ， 


定理 证 明了 . 

习题 2,1， 下 面 所 有 的 函数 对 6、# 连续 ,周期 为 1, 并且 足够 
地 光滑 以 致 方程 对 任意 初始 值 有 唯一 解 . 

(a) qd0/d#$ = sin2x6 的 旋转 数 是 什么 ? 

(b) Jag) | <1, 0<9<1l,ag/dg= sin2x0 十 9(9) 的 旋转 
数 是 什么 ? 

(e) 利用 Poinear6-Bendixson 定理 ， 证 明 如 果 lel 足够 小 ， 
A0ja$ = sin2n0 + eg(0, g) 的 旋转 数 是 有 理 数 ， 

(d) 利用 Brouwer 不 动 点 定理 与 在 (c) 中 的 作法, 说 明 (c) 中 
的 方程 的 旋转 数 当 |e| 足 够 小 时 是 零 . 

AM 22 Borek, MEER o>, 证 明 存在 函数 
90, 6), MO, DIES, FM 1, 使 得 max{f19(6, $) |, 0<0, d<1} 
<e, dO /dd =0 +90, 9 的 旋转 数 是 有 理 数 , 又 不 是 所 有 的 轨道 都 
是 环 面 上 的 闭 曲线 .提示 : AREJEA dg}, boo 时 
peo ARENAYA o- piul cr 又 对 于 适当 的 常 
数 a.6、c 考虑 9(b,4)=asin2r(50 十 cg). 

习题 2.3. 在 习题 2. 1 中 , 向 量 场 的 任何 小 改变 都 不 引起 旋 
转 数 改变 , 而 在 习题 2. 2 中 , 向 量 场 的 适当 的 小 改变 确实 引起 旋转 
数 的 改变 ， 你 能 解释 这 是 为 什么 吗 ? 你 能 对 方程 (2. 3) 给 出 关于 
旋转 数 的 与 习题 2. 1 和 2. 2 相同 的 性 质 的 一 般 结论 吗 ? 你 能 说 出 
在 所 有 的 向 量 场 (2. 3) 中 最 典型 的 特性 是 什么 ? 

习题 2,4. (a) 对 于 任何 周期 为 1 的 连续 函数 f(b), 证 明 方 
E d0/dd = 206+ FCO) AME A, FOR 1, GER: 试看 


ferso 


(b) 记 这 个 唯一 解 为 Xf.。 如 果 卫 是 周期 为 1 的 连续 函数 组 
成 的 ， 具 有 一 至 收敛 的 拓 打 的 Banach 空间 ， 证 明 下 ;PP 是 连 
。90 


续 、 线 性 映射 . 

(c) 假设 9(b, 四 对 0, g EE, 周期 为 1 又 对 和 满足 Lipsc- 
hitz 条 件 ， 利 用 压缩 原理 与 (b)， 证 明 存 在 so>0， 以 致 方程 
do fd =2r0+ (sina2z8 一 2rg) 十 eg(g， 和 ) 当 |e|-<eo 时 有 对 东周 
期 为 工 的 解 . 


1. 3， 对 进一步 学 习 的 说 明 与 建议 

二 维系 统一 般 理论 的 更 多 细节 ,请 见 Hartman[1]、Lefschetz 
[1], Sansone 与 Contif1], Sansone 4 Conti [1] 这 本 书 还 包 
含有 Poincaré-Bendixson 理论 对 于 二 阶 自治 方程 周期 解 存在 性 
的 大 量 应 用 ， 按 照 习题 1.4 与 1.5 的 想法 加 以 引伸 ， 来 找 非 自治 
系统 的 周期 解 , 请 见 Cartwright[1],Levinson[1], Lefschetz[1]、 
Sansone 与 Conti[1]、 在 Olech{1] 中 给 出 了 平面 内 原点 整体 稳 
定性 的 有 意义 的 讨论 . . 

对 于 平面 内 的 二 维系 统 ， 已 得 到 的 一 个 结果 是 紧 最 小 集 只 可 
能 是 点 与 闭 曲 线 , 而 对 于 环 面 上 的 无 奇异 性 “光滑 ?向量 场 , 在 环 面 
上 的 最 小 集 只 可 能 是 闭 曲线 与 坏 面 本 身 ， 一 个 多 年 未 曾 解 决 的 问 
题 是 刻 划 在 任意 紧 二 维 流 形 上 “光滑 "向 最 场 的 最 小 集 ，Schwartz 
[1 解决 了 它 , 他 证 明了 可 能 出 现 的 最 小 集 只 有 点 , 闭 曲 线 与 环 面 ， 
而 后 者 仅 当 流 形 本 身 是 环 面 时 才 成 为 可 能 ， 

对 于 % 维 情形 ， 难 提出 具有 像 本 章 给 出 那样 完美 的 解答 的 问 
题 . 有 一 个 被 研究 得 详细 的 问题 产生 于 较 细 心地 研究 定理 2, 5 与 
2.6, #8 n 维 环 面 上 的 微分 方程 

z=f(e), 
GX BLY = (ay, t, a), PCO, … oa) 对 每 个 变量 的 周期 是 1. 问题 : 
什么 时 候 存在 变量 代 换 * 一 9( 纪 使 得 对 于 y 的 新 方程 是 二 2， 这 
Bokn ARAE 如果 存 在 这 种 变换 , 引出 的 流 便 容易 分 析 , 而 
. 91: 


有 定理 2. 6 的 一 个 推广 ， 对 于 f@)=oteh(e), BM e 是 小 的 
数 ,而 中 是 某 一 类 无 理 数 ， 沿 着 这 条 线索 有 老 干 结果 可 用 〈( 见 Ar- 
nold[1])， 证 明 的 方法 现时 是 研究 天 体力 学 稳定 性 的 重要 工具 
(W Kolmogorov[1], Arnol’d[2], Moser{1]). 

在 第 1 节 中 ,讨论 了 参数 下 很 大 的 van der Pol 方程 1. 7). A 
用 由 (1. 8) 表示 的 坐标 显然 可 以 看 出 , 渐 近 稳定 周期 轨道 有 这 样 的 
性 质 : 系统 先是 在 靠近 某 给 定 曲线 时 以 适当 的 步调 灌 着 轨道 运动 ， 
然后 很 快 地 离开 这 曲线 . 这 种 松弛 振动 在 应 用 中 很 重要 ， 读 者 可 
以 参考 van der Polt1, 2], LaSalie[1], Minorsky{1], Pontrya- 
gin 45 Mishchenko[1] 
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第 II 章 线性 系统 与 线性 化 


在 上 一 章 里 , 得 到 了 二 维 自治 系统 解 的 许多 定性 知识 , 但 未 用 
到 向 量 场 的 特别 性 质 ， 在 高 维 其 或 二 维系 统 中 ， 想 要 得 到 比较 具 
体 的 知识 , 就 必须 赁 异 这 样 一 些 方法 ,它们 较 带 解析 性 , 并 且 只 在 


解 的 邻 域 或 解 的 不 变 集 内 产生 有 关 的 信息 . 
HERIOL 
é=f(2) a) 
的 解 , 这 里 的 了 有 连续 的 一 阶 导数 , 则 在 (1) 中 令 = dC +y, 得 
PSAE HEG, 9), © @ 


这 里 AG =f (A) /2x, m g(t, 0) =0, 39 (t, 0) /23y=0, RAR 
就 要 研究 线性 方程 
2=A(1D)z (3) 
并 且 探 讨 (3) 的 解 z 与 (2) 的 解 ! 之 间 在 #=0 的 邻 域内 的 关系 , 比 
较 具体 地 说 ， 线 性 方程 (3) 在 8=04 附 近 是 否 方程 (2) 一 个 好 的 “和 近 
Hr 本 章 考 虑 若干 这 类 型 的 问题 . 
比较 明确 地 说 , 第 1 节 叙 述 一 般 线性 系统 的 理论 , 第 2 节 插 述 
线性 系统 稳定 性 的 概念 并 说 明 在 特殊 的 扰动 之 下 稳定 性 得 以 保 
F. 第 3 节 专 述 % 阶 方程 的 一 般 理论 .在 第 4 eb As ee 
述 线性 自治 系统 的 基本 解 ,而 在 第 5 节 中 讨论 二 维系 统 的 相 图 , 第 
6 节 介 绍 这 样 的 自治 系统 (2), 其 中 矩阵 4 没有 特征 值 是 纯 虚 数 . 
在 这 一 节 里 说 明 , 在 #=0 附近 线性 方程 与 非 线性 方程 的 解 之 间 有 
许多 定性 的 性 质 相 同 。 第 7 节 对 于 周期 系数 线性 方程 级 述 包含 
Floquet 表示 在 内 的 理论 . 第 8,9 与 10 节 介绍 几 类 特殊 的 周期 系 
数 线性 方程 的 稳定 性 理论 . 
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再. 1， 一 般 线性 系统 
考虑 有 个 一 阶 方程 的 线性 系统 


8 i 
tym Dan etA CE). F=1,2, me {1.1) 


这 里 的 apt h(j, k=l 2,…, 2) 都 是 区 间 ( 一 >、 十 oo) 上 的 实 值 
或 复 值 连续 函数 ， 用 矩阵 记号 可 把 (1. 1) 写 成 比较 紧 克 的 形式 
e=ACL)e+k(t), (1.2) 
这 里 A= (ag), 9, k=1, 2, 0, n h= (he 20 An) TRR A AE h, oor An) 
的 转 置 列 向 量 ， 形 如 (1. 2) 的 线性 系统 的 基本 特性 是 秋 加 原理 : 如 
R 是 (1.27 的 对 应 于 “强迫 函数 "或 “输入 重大 的 解 , 而 z 是 对 应 
于 9 的 解 , 则 对 于 任意 实数 或 复数 。 与 4, cz 十 dy 是 对 应 二 强迫 函 
数 或 给 入 量 ch-+tdg 的 解 . 
直接 计算 便 可 验证 这 个 原理 ， 
特别 如 果 c 二 一 4 二 1, 加 =g， 则 由 x 与 是 (1.2) 的 对 应 于 强 
AAR A RR ey 是 齐 次 方程 
B= AL)X (1.3) 
的 解 ， 如 果 oG, 0) 是 齐 次 方程 (1.3)? 的 通 解 ; 而 rE A. 2) 的 
任意 特 解 ， 则 由 上 面 这 个 性 质 得 知 (1. 2) 的 任何 解 可 以 表示 成 
de) +e), 其 中 e 是 某 个 常数 向 量 . 下面 我 们 从 理论 上 说 明 
怎样 求 (1. 3) 的 通 解 , 然后 指出 (1. 2) 的 特 解 可 以 从 关于 (1.3) 的 通 
解 的 知识 及 计算 积分 来 求 得 ， 
根据 (1. 纪 的 系数 和 矩阵 4 及 强迫 函数 天 的 性 质 ;从 第 工 章 的 基 
本 存在 性 与 唯一 性 定理 , 推 知 (1. 2 AOS eA 
ORR ME ARM, EM. 6. 2 还 断言 (1. 分 的 每 个 解 都 存在 
FIDE A >, +) k, 
一 组 向 量 x!, …, w" 称 为 线性 无 关 ， 如 果 对 于 任何 复 常数 oy 
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G=1, +m), Die ai =0 意味 着 所 有 c= 0, R a, o, ot A 
fal 


线性 相关 , 如 果 它 们 不 是 线性 无 关 的 下 述 引 理 的 证 明 留 作 习题 ， 

引 理 1. 1， 疝 量 =,，…,z" 线性 无 关 , BARA det[zl +, 07] 
+0, ` 

WÈ nxn 矩阵 XDS 0) BOSE C1. 3), 就 说 它 是 (1. 3) 
h nxn BER R (1.3) Ah nxn 矩阵 解 IG) 满足 
detX (10, 它 便 是 (1. DAERA, E 初始 了 时刻 ta 满 
REX (60) = 单位 方 阵 ) 的 基本 拢 阵 解 是 (1, 8) Zi t MEER. 
FAX (4, tO KCE 如 的 主 和 矩阵 解 。 

A EERE LIRE X, 显然 知道 , 基本 和 矩阵 解 简单 地 说 就 
是 (1.3) 的 n 列 线性 无 关 的 矩阵 解 Xt), C. 3) 的 矩阵 解 有 这 样 
一 个 简单 而 又 有 用 的 性 质 

引 理 1. 2。 如果 XG). Dimna 矩阵 解 ， 则 要 末 对 所 有 
EH detX(4)0, 要 末 对 所 有 二 有 detX(#) ==0. 

证 明 如 果 存 在 实数 T ERER XC7) 是 奇异 的 ， 则 有 非 零 
向 量 。 使 得 了 (7)c= 二 0。 对 此 向 量 c, 由 (1.3) 是 线性 方程 推 知 函 
B= Xe 是 (1.3) 的 解 . 由 于 函数 z= 0 显然 是 方程 的 解 ， 
由 唯一 性 推 知 对 所 有 EC, AX), FEAA CE 
(一 ce, ce) 有 detX(#)=0, 证 毕 . 

推论 1.1. 如 果 Xo È nxn 非 奇异 矩阵 ,又 如 果 KOB. 3) 
的 满足 X (0) = Ri 的 矩阵 解 , 则 X (DEC. 3) 的 基本 年 阵 解 ; 

推论 1. 1 说 明基 本 炬 阵 解 的 硝 定 只 包括 选 定 PREEK 
初始 向 量 与 求 系统 (1.3) 与 之 相对 应 的 # 个 线性 无 关 的 解 ， 由 对 
所 有 EEE 了 (#) 非 奇异 这 一 事实 产生 了 下 述 重 要 的 . 

引 理 1. 3， 如 果 XEU. 3) 的 任意 基本 矩阵 解 , 则 (1.3) 的 
通 解 是 Xe, 其 中 c 是 任意 的 % 维 向 县， 
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证 明 对 于 任意 % 维 常 向 量 ce， 函数 z(t)=X(t)e 显然 是 
《1.3) 的 解 ， 并 且 如 果 给 定 了 和 与 zo, 令 e= 夺 (30)z60, 则 (#4)e 
是 (1. 3) 的 通过 点 (#9,wo) 的 解 . i 

引 理 1. 4， 如 果 XORO DHARMA, MER XH 
是 伴随 方程 

y=—yA(t) “ (1.4) 
的 基本 炬 阵 解 ,这 里 的 y 是 n 维 行 向 量 ; 也 就 是 说 , XO) 的 每 一 行 
满 吓 (1.4) 并 且 detX-!(2) 40, 

证 明 (=X), h X= RH) MM PX 
YAX =0, HF XARA SH, 这 意味 着 了 一 六 ~! 是 伴随 方程 (1. 4) 的 矩 
BE. TRER 六"! 的 每 一 行 是 (1. 4) 的 解 .XX 显然 是 非 
ARN. i E 

RLI. MEXEU. 3) REAR ERE, MC. 2) 的 每 个 解 
由 公式 : ` 

21) =X(0[XDa(e)+ f xeda} _ (1-5) 


给 出 , 其 中 = 是 (一 o,<) 内 的 任意 实数 ， 

公式 (1.5) 叫 作 (1. 2) 的 常数 变易 公式 .理由 是 明显 的 , 因为 由 
它 推 知 每 个 甫 的 形式 是 .了 (c(t), 其 中 eC) Bae. SRE 
内 的 函数 ， 这 和 由 引 理 1. 3 给 出 的 (1. 3) 的 通 解 形式 是 相同 的 , 只 
不 过 这 里 向 量 c SARR IAR. 

定理 1.1 的 证 明 如果 把 方程 (1. DEEH å è—As=hħ, HAI 
AX APRA (1. 4) 的 矩阵 解 这 一 事实 , 则 方程 (1. 2) 等 价 于 


Zor (e)e(s)]=X-1(s) h(s). 
对 于 任意 实数 + 与 如 从 + 到 BUTE THAR, 得 到 
XR) eal x KOLOLO 
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重新 整理 这 个 表达 式 的 项 , 便 得 到 方程 (1. 5), 这 就 证 明了 定理 . 
我 们 对 这 个 定理 再 叙述 一 个 证 明 。 由 于 对 于 每 个 1，X() 是 
非 奇 异 的 , 推 知 对 于 每 个 1, BRB er Xe ER TAR AR 
BRE. 把 这 个 变换 用 到 (1. 2), 则 由 引 理 1.4 得 
j= BL Xe] =X (4r +8) -XA = XA, 
因为 y(7) =X" alr), heit 
91) = KOLORETE KOLOT 


HAARO =XCt)y( ORR AMXRAC. 5). 
如 果 对 于 (一 eo, ec) 内 任意 给 定 的 r， 令 和 (tr) 记 (1.3) 在 * 

的 主 和 矩阵 解 ( 即 X(e, 1) = 了 , 则 对 所 有 1,7,s 有 
X(t, ry =X, 8) X(s, 7). (1.6) 
事实 上 , 这 个 式 子 两 边 作 为 i 的 函数 ， 都 满足 (I. 3), 并 且 当 1=& 
时 相等 。 从 唯一 性 恒 得 到 了 上 述 结论 ， 利 用 这 个 公式 可 以 简化 党 

数 变易 公式 ; 即 得 

aC) =X, rale) +f X(t, s)A(s)ds. (1.7) 


BIH 1.5. IR XC) 2 (1.8) 的 axza 和 矩阵 解 ， 则 对 所 有 
(一 oo 60) PI E55 ty 有 


detX (4) = [detX( 1) Jexp({' trA(s)da), (1.8) 


这 里 的 tr4 是 4 的 对 角 线 元 素 之 和 . 
它 的 证 明 在 指出 det XO RER EHE =LA] 之 后 
容易 作出 , 因此 留 给 读者 作为 习题 , 
上 面 的 定理 对 于 AG) 关 人 为 可 积 的 线性 系统 成 立 ， 如 果 牌 
阵 4(2) 的 元 素 与 Ct) 的 分 量 只 是 在 的 每 个 紧 子 集 上 Lebesgue 
可 积 ， 则 由 工 5 节 的 结论 推 知 (1.2) 的 初 值 问题 有 了 唯一 和 解 。 如果 
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BCEV=ACt, to vo}(z(to, boy 20) = 0) 是 (1.2) 的 解 , 则 只要 xz(4) 有 
定义 , 便 有 
Te) |< da tt la 1asth 1ACe)] Izla) lds, t> ta. 
HHE TH Gronwall 不 等 式 ( 引 理 I.6,2) 推 知 
lac) 1 <( exp 14 ds iai 


+f ( exp | ' (40u) | du XI lk) lawjas 
对 于 所 有 x( 妇 有 定义 的 tbo RIT, 解 的 延 拓 定 理 意味 着 <(!) 对 
SLAR. Miou 代替 如 再 利用 相似 的 估计 ， 又 可 得 对 于 
<t E C4, tor DEER, 卉 次 方程 1. 3) 解 的 一 BHE 
数 变易 公式 的 证 明 与 前 面 恰 好 一 样 
-我 们 还 需要 某 些 关于 微分 方程 (1.2) 的 解 对 于 方程 右边 项 的 
依赖 性 的 估计 ， 假 设 在 总 的 紧 子 集 上 , 4, B E nxe MT REER 
Ag Re PTR RE, 考虑 方程 
(a) #=A(i)e+h(t), 
Ab) ġ=B(y +ga) 
和 如果 z,y 分 别 是 (1. 99) (1. 90), 则 ey 满足 方程 
z=As+ (4—B)yth-g. 


ao 


于 是 
| 
<le) —9 Co) | 
+f EAC ECC + ABEN) 
+ li(s) 一 9(8) |Jds, tbo. ` 
利用 推广 的 Gronwall 不 等 式 ( 引 理 I. 6. 2), 我 们 有 


ieyt) <( exp | |As)|d8) 20) y(t) | 
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+ | (exp | 1Acoiau)c14c@) (1.10) 


—B(s) | ly(s) | + 14s) —g (8) | ]ds. 
$F BUR X 4 Ct, to) (Xa (to, to = 了 与 入 gs Ct, fo) (Xalto, bo) =L) 
DAB t= AC )« 5 =B y Modes PER, H 
IXalt, to) —X aCe, bo) | 
<| sup | Xa (u, to) | 


x (exp |Als)lde)f" |A(s)—B(s)|ds (1.11) 
对 所 有 >h RY. MARRO DHA, 2 4z HE EERE 
义 在 [0, tJ 上 的 可 积 箱 阵 函数 4 按 |4| 二 14(s)1ds 的 连续 函数 . 


当 线 性 系统 包含 一 般 的 时 变 系数 暑 ， 本 节 所 陈述 的 内 容 实质 
上 就 包括 了 关于 甫 的 具体 结构 的 理论 . 但 对 于 特殊 的 方程 , 可 得 到 
较 多 的 细节 知识 .对 于 常 系数 或 周期 系数 的 方程 , 我 们 知道 了 解 的 
一 般 结 构 , 在 第 4 节 与 第 7 节 中 加 以 于 论 。 


OL 2， 线 性 与 被 扰动 的 线性 系统 的 稳定 性 
在 这 一 池 里 , 对 于 线性 系统 卖 明 稳定 性 的 特征 , 并 把 结果 用 到 
被 扰动 的 线性 系统 ， 我 们 首先 注意 到 齐 次 线性 方程 任何 解 的 稳定 
性 是 由 零 解 的 稳定 性 所 确定 的 、 因 此 , 对 于 线性 系统 (1. 3) 是 可 以 
说 稳定 一 臻 稳定 的 等 等 
定理 2.1. i XC) AC. HEREN, iA E o, 29) 
内 任 总 的 数 ， 则 系统 (1 DÈ 
O 对 于 任意 LECO, AE, ARAFE K= K (h) 
>o 使 得 . 
IXCIKK, hsi; (2.1) 
GD 对 于 to 一致 稳定 , 当 且 仅 当 存 在 下 == 到 (B8》 >0 使 得 
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LXCQX (SSK,  toGs<Kt<coo; (2.2) 
Gii 对 于 任意 LEa, © Mite, SARS 
|X(#)[70 当 to; (2.3) 
iv) HF > 6 一 致 渐 近 稳定 , 当 且 仅 当 它 是 指数 浙 近 稳 
定 ; 也 就 是 说 , 存在 K=KCB)>0,a=a(8)>0 E 
IXA SKe "TY, Bsta (2.4) 
证 明 (BL to AERA ERB (2 Dae, FER 
SUNRE sG) = XC 6A" oao), IX G) | =L. MaRe) 
<efjKL ERIS) SKLEC) <2, KU. 3) 的 零 解 稳定 , 反之 ， 
如 果 对 于 任意 se>0 存 在 =6(e， 0 fi FE S aC) | <9 Bt 
ICO GE (to) <e, 则 对 于 tte A 
IXG)X- ‘Gd | =sup] X (4) X7! (o)l 


= sup |XX (tY (to Kei 


Lake pl ss 
这 就 证 明了 (Gi). 

GD mE (2.2) 成 立 , 则 对 于 任意 0>, ATAA Ct) = 
XOX toe (do), ÆRE e(t) [<e/K, HA tte. lea) 
<K (2) |<e, 这 便 是 一 致 稳定 性 ， 反 过 来 , AEB 6 与 b 无 
3%, oi LOLE SESA 

Gi WMC. 3) 成 立 , 则 对 于 任意 Elo, 90), 存在 K = 
KEDER b> ty HIX SK, MAD BAREH, eC) = 
XX Coa (bo), RITA t> Wi let) >o, 反 过 来 则 是 平平 党 
BAS, 

Gv) 如果 (2.4) 成 立 , WA GD 推 知 (1.3) 一 致 稳定 . me 
[z(to) | <1, FER >O, 0K, & P= 一 % Nog (n/K). A 
如 果 t>yt+T, o> 8 PA 

[a(t] = [XC æ l) | Ke elta) | <p. 
+ 1004 


也 就 是 说 , (1. 3) 的 零 解 一 致 浙 近 稳定 . 
反 过 来 , 假设 解 x*=0 对 于 > 一 致 浙 近 稳定 . 存在 8>0 使 
ITEE NOt), AT =T ER ， 
[XX (ty) ar(ty) | <0, (2.5) 
对 于 
tat tT, box B, e(t) | <b 
成 立 ， 于 是 对 于 > to tT, > AIX) | 二 m6~!， 特 别 
有 
[XCE4P)X Cd) [<yb <1, ses. (2.6) 
HP Ra = 0 一 致 稳定 , 我 们 从 (i) 得 知 存在 M= MER 
{X(#)X-1(8) | <M, B&S xic, 
假设 a= —T- log (WD-), 
K= Met” 
对 于 任意 >lo 存在 整数 b>0 使 得 开 <<t 一 二 (十 DT 
于 是 , 利用 《2. 6) 得 
[XOX | SICK by HEP) | + 1X o thE A" (to) | 
SM [XC FEF) X(t) | 
SM gb") |X (to + ED DT) X(t) | 
<M (nb!) = MeO? 
= Ke tbe tae Re, 
这 便 证 明了 (ivy)、 定 理 2. 1 证 毕 . 
利用 常数 变易 公式 与 Gronwall REX (S/H L 6.6), 对 于 被 
挠 动 的 线性 系统 很 容易 得 到 下 述 稳 定性 结论 . 
定理 2.2. BRA RBEE(——-, A, MRL. 3) 对 于 
tom B BAR. ME nxn ESSERE Be BCC) 


[lBW a<, 


UE OTE 


则 系统 
ú= (ACL) + BC) Jae (27) 
一 致 稳定 . 
TA 如 果 立 ( 菇 是 (1.3) 的 基本 和 矩阵 解 ， 则 由 常数 变易 公式 
推 知 (2.7) 的 任意 解 有 形式 
a(t) =XC2)X“' Cg) eto) +f" X(8)X"1(s)B(s)a(s)ds, 
(2. 8) 
它 对 所 有 (一 ce, ee) 内 的 所 和 成 立 ， 如 果 o>, 则 由 定理 2.1 推 
知 存在 常数 五 = 天 (8) 使 得 对 所 有 t> to H [XCD XC) SK, 
Bik, 
tee) 1 SK laCt) 14 |! IBC) .le(s) 1ds, b> to 
由 Gronwall 不 等 式 推 知 
itt) EK (exp E| BG)1as) aC) |, >to. 


这 显然 意味 着 (2.7) 的 一 致 稳定 性 即 定理 的 结论 成 立 . 

定理 2.3.， 假设 8 被 给 定 在 (一 oo, se) 内 ， 而 系统 (1.3) 对 to 
78 BLE. 如果 nxn EERE Bt) 对 于 某 些 常数 
r=2(B), p= p(B) 


f (BCs) [dep (t— to) tr, E> tomp. (2.9) 


则 存在 ”>0 使 得 系统 (2.7) 当 yar 时 一 致 浙 近 稳定 . 

证 明 OR ACA. 3) 的 基本 矩阵 解 , 而 (1. 3) 对 于 toe 8 
-一致 渐 近 稳定 ， 则 由 定理 2. 1 推 知 存在 当 数 天 = 天 (8)>0，c 二 
ACASO 使 得 (2. 4) 成 立 . 利用 (2. 8), 可 看 出 (2.7) 的 解 Ct) 

{a(t} | See" eC to) | 
+K |i eB] + [aCe lds. te 
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如 果 e(t) = etea), BERERE 
ASE] KIBE) la(s)ds, 1> te. 


应 用 Gronwall 不 等 式 与 (2.9), 得 
KK (opk fi Bdejt 
Ee 412 (t), Ki= Ke", 
它 又 意味 着 i>i Holi) |SK et) expl (a— KpXt~to)]. 
如 果 r= a&-! 且 <7, 则 系统 (2.7) 一 致 渐 近 稳定 , EREHE, 
定理 2. 4。 假 设 有 被 给 定 在 (一 co, cc) 内 ,而 系统 (1,3) 对 和 > 
PRR, WF RXR AA, z), FU, BB, A 
TERN e>0 有 o>) 使 得 
|f(,@)|<ele] 对 于 |z|<0, t€R, (2.10) 
则 方程 
BH At) e+ fF, x) (2,11) 
的 解 x=0 对 于 各 之 一 致 浙 近 稳定 。 

证 明 ”由 系统 (1, 3) 对 于 4 之 一致 源 近 稳 定 的 假设 , 推 知 存 
ZERMK=K(B)>0,a=0(f)>0, 使 得 (2.4) 成 立 ，(2,11) 的 任 
意 解 满足 

#(4)= XX) 40) + | XOX) Ce, #8) de, 

(2.12) 


选取 。 使 得 eK<a, MR o 使 得 (2. 10) 成 立 . 对 于 上 t> t 的 满足 
eC) |<o 的 这 些 +t 值 ,有 


lace) eRe lsaol+ f eKe-*'-” |x(s) | ds. 
用 与 前 面 的 定理 证 明 相同 的 作法 , 得 到 


L2G SK LA ta) [em MEH, (2. 13) 
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EMF tet REO Com AA eR, HT a~eK>0, 由 
此 不 等 式 推 知 对 于 所 有 >ho, RE 2t) (<0/K, EH jeD 
o, At, RE leli) <0/K, (2.13) GAA >to RI. 关系 式 
(2. 13) SPR Na = 0 的 一 致 渐 近 稳定 性 .定理 证 毕 . 

定理 2.4 是 Liapunov 关于 一 次 近似 的 稳定 性 的 著名 定理 的 
推广 ， 这样 说 的 理由 如 下 : Big: Rt! Re 是 连续 映射 ,9 (t, r) 
有 连续 的 对 x 的 一 阶 偏 微 商 ， 并 且 对 所 有 tA gE, O)=0, 如果 
A(t)a=(ag(t, 0) /aala, ft, æ) =g (t, 7) —AC)a, W fC 0) =0, 
3f(#,0)/3x=0, 于 是 定理 2.4 的 条 件 得 以 满足 ， 函 数 4(i)z 显然 
便 是 方程 坟 =g(#,w) 右 边 的 线性 近似 . 

关于 被 扰动 的 线性 系统 的 稳定 性 ， 还 有 许多 结果 可 用 , 而 且 显 
然 还 可 以 通过 抽象 出 前 面 诸 证 明 的 要 点 而 得 到 许多 变形 。 在 这 一 
节 末 的 习题 指出 了 几 种 可 能 产生 的 情形 . 

尽管 上 述 各 定理 的 证 明 极为 简单 ， 而 且 其 结果 在 直观 上 并 不 
意外 , 但 是 在 研究 任意 的 被 扰动 的 线性 系统 时 , 必须 极端 仔细 . 

Ain ü— 28 ti tu=0 HEERE sint 一 tcost,cost tsint 
因此 是 不 稳定 葛 , 但 这 个 方程 可 以 看 作 是 一 致 稳定 Ratus 
的 扰动 方程 . | 

下 面 这 个 例子 是 一 个 (1. 3) 型 方程 , 它 渐 近 稳定 , 但 不 一 致 , 而 
系统 (2.7) 对 于 适当 的 B(4) 则 是 不 稳定 的 , 这 里 BC 满足 


[iB dso, 
Mh t>o 时 1B(t1-*0， 考 虑 系统 (1.3), 其 中 


—a o 
ac=| 0 aa 219 
Mrctocit+e", (1.3) HRE 
æ(i)=eexp(—at), 
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z(t) = c,exp(é sin log? —2at), 
这 里 的 ci cs 是 任意 常数 ， 对 于 任意 1, 02, 4 boo BE a1), 
Xz(E) 指 数 地 趋 于 零 ， 和 如果 BC4) 定 义 为 


BOD=| 中 


e 0 
贡 站 BCe)1ds 一 = B tro 时 1B(t)1-0， 被 抗 动 方程 (2.7 的 


解 (初始 时 刻 b= 0) Æ 
ri(t)=eexp(— ot). 


w(t)= [es +e; f exp(—ssin loga)as| 
x exp(t sin logé — 2at). 


选取 满足 0<a<< xz/2 的 a, 以 及 &,=exp((2e—-1/2)e], n=1,2, 
++, RUF 6<e<te* 有 sinlogs<—cosa, Bik 


f exp esin log sas>| 


Aner 
exp(—ssinlogs)ds 
‘ 


a 
>]" exptecosayds 
te 


ot, (e*— 1) expt, cosa). 
Fee,=0.c=1, HF sin log (t,¢°) = 1, 我 们 有 
[#2(4ne") | mt, (e*~ 1) exp(bt,). 
此 地 b=(1—2ale’+cosa, HR Rai b>0, 则 n> 时 
lelte) | o>, 故此 系统 不 稳定 . 
SA 2.1. 假设 有 常数 玉 使 得 实 系统 (+. 3) HEEE 
te WWE IX) (<K, LRE 


liminf | trA(s)ds> 一 co 
to. t 


证 明 X ZELB, co) LAH, (1.3) 没有 当 foo 时 趋 于 零 的 非 
FH. 
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习题 2.2.。 假设 4 谐 是 习题 2.1 RHE, BUES 时 
H nxn SERPE, [A-E deceo, NEN =B 的 
每 个 解 在 [8, eo》 上 有 界 ， 对 于 (1. 3) 的 每 个 解 ， 证 明 乡 BC4)y 有 
唯一 解 纪 使 得 too 时 yeye), 
习题 2.3。 假设 系统 (1. 3) 一 致 浙 近 稳定 ,了 满足 定理 2.4 的 
条 件 , Kt oo 时 OC) >0， 证明 存在 Tp, 使 得 
B= ACLU t FE, 2) +t) 


的 任何 解 oC), RE e (加 足够 小 , 当 too MATS, 
JAZA 把 习题 2. 3 的 结论 推广 , 用 9(#,z) 来 代替 BCE), 
这 里 当 {> 时 对 于 紧 集 的 z 而 言 ,9(f,7) 一 致 趋 于 零 
习 期 2.5。 假设 存在 巡 续 函数 c(t), 5 FB 时, 对 菜 个 常数 
PEAS ”oema<y， 又 六 BR E, B PDS 


e(é) la], 证明 存 在 常数 ?>0， 使 得 (2, 11) 的 解 x*=0 4 yar 时 
一 致 浙 近 稳定 

习题 2.6. 把 习题 2.3 与 2.4 推广 到 上 满足 习题 2.5 的 条 件 
的 情形 . 


亚 , 3，% 阶 纯 量 方程 

由 于 在 应 用 中 经 常 出现” 阶 纯 县 方程 ， 值 得 把 第 1 节 得 到 的 
知识 转移 到 此 类 方程 . 很 设 》 是 一 个 纯 量 , ct 0, 与 9 是 (一 =， 
十 oo) 上 的 实 值 或 复 值 连续 函数 ,考虑 方程 : 


Diy +a, (sD y+ .ton(t)y= ce). (3.1) 


这 里 的 也 表 东 对 : 求 微 商 的 运算 . 函数 Dye oH ty BE, 
等 等 ， 方程 (3.1) 等 价 于 
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y] fo 1 è 07} po] 
Dy} | 0 o L 0 0 

=| 4 | 
pms] | o o 0 om | o 
Dooly 一 ge üri San- t ay g) 


(3. 2) 


根据 (3.1) 这 种 形式 , (3. 2) 的 解 是 一 个 % 维 列 向 量 , 但 它 的 第 
一 个 分 量 必然 是 (3.1) 的 解 ， 第 j+ 工 个 分 量 等 于 第 了 个 分 量 对 于 
# 的 微 商 ， 因 此 ， 车 把 (3. 2) 的 任意 ”xm MUERTE, é" 
每 个 如 是 维 向 量 , 必然 满足 = (4, Dén Db), Heth 
SIG=1, 2, =, mB. DHR. 

如 果 bi da BRA 1 阶 连 续 可 微 的 纯 量 函 数 ， 它 们 的 
Wronsky 行列 式 Ads, +, Ga) MH 


[ bo bn 


Dd, Dø, ~ Dba 


ACB r+, ba) = det (3. 3) 


Db) Dig, DTG, 


定义 在 a<t<5 上 的 一 组 纯 量 函 数 ó da 称 为 在 [4,8] 上 线性 
相关 ,如果 存在 不 侈 为 零 的 常数 cu eu 使 得 对 所 有 1E[a,5] 有 
cgt) e+e b(t) =0, AIM, 这些 函数 在 fa, 5] 上 线性 无 关 ， 
引 理 3.1， 和 如果 Pn $n 是 区 间 了 上 "一 1 阶 连 续 可 微 的 纯 
RAM, M43. 3) 中 定义 的 Wronsky 行列 式 A 在 了 上 不 等 于 零 
Bh Bios ba 在 工 上 线性 无 关 . 
证 明 BE 6, 有 在 了 上 等 于 零 的 线性 组 合 ， 比 较 细致 地 
说 , BEE 
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Died) =0, teL 
ind 


其 中 0; 是 常数 。 对 这 个 关系 式 反复 求 微 商 ,得 到 关于 常数 o 的 方 
程 组 如 下 : 


BoD'GAt) =0, k=0,1,2, 2-1 
fai 


或 者 用 第 阵 形式 
4 db. o Én a 
Dd, Dé, e Doa 72 =0, 


Dg, Dgr ~ Dp, Shen 
它 对 于 所 有 !ET 都 成 立 ， 另 一 方面 , 根据 假设 , 系数 矩阵 的 行列 式 
对 于 所 有 +EI 不 等 于 零 ， 由 此 推 知 此 方程 只 有 解 o=- =e; 
也 就 是 说 , 诸 函 数 4; 线性 无 关 . 

这 个 命题 反 过 来 不 真 ， 事 实 上 , 可 能 有 在 区 词 了 上 “一 1 阶 连 
续 可 微 的 % 个 函数 ， 它们 的 Wronsky 行列 式 对 于 所 有 teEI 恒 等 
于 零 , 但 是 仍然 线性 无 关 ， 对 于 *= 2 的 情况 , 只 需 选 取 [0, 3] 上 两 
个 连续 可 微 的 函数 i po EBA tE[0, 2] 时 $1(#)=0, EL 3) 
时 $204) =0, 而 在 其 他 点 函数 不 等 于 零 . 

另 一 方面 , MIRR 3.1 的 证 明显 然 可 知 di, … a 在 了 的 线性 
相关 意味 着 在 了 上 A=0. 

和 如果 bb, 是 齐 次 方程 

Dey +a (iD y+ etaty =0, (8.4) 

BRR, BY A CSi, …,$,) 是 (3. 2) 的 齐 次 方程 组 (也 就 是 说 ， 在 (3. 2) 
h A=0) iy nxn SPEAR MTT AIA, MIIR 1. 2.1. 5 公式 (3. 2) 与 
Ei boi Besa 

定理 3.1. MRO, n 加 是 《3. 4) hin DR, MUP 有 
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1E( 一 o0, 00), Alda $n) (1) 地 0 或 恒 等 于 零 ， 比 较 上 体 地 菩 ， 
Ain PIACE =s ba) CODCRP( 一 | aa cojda). 


于 是 , (3. 4) n DA bi os ,线性 无 关 , 当 且 仅 当 
Adis s da) 0) #0. 

让 我 们 来 确定 方程 (3. 1) 的 解 的 常数 变易 公式 ， 由 于 (3. DS 
价 于 (3. 2), REG. 2) 的 解 的 第 一 个 分 量 的 常数 变易 公式 就 行 了 ， 
HF XC, Xs, =i) È t= Ar 的 主 矩 阵 解 ， 则 (3- 的 任意 
ROMER. D. MERER XC, 7) 的 第 一 行 记 作 ($1(4, 2), 

CERA 则 (1.7) 中 向 量 z 的 第 一 个 分 量 乡 是 


yt) =D ols» 
f= 


+] ‘#6, sr9cedds, (3,5) 


Hes gy (3.1) PAM, 所 得 表达 式 如 此 简单, BF C2. 2) 
Pa A FPR TA ED GSP BS! Fee 
办 (和 8) 与 其 直到 # 一 1 MARERE XG, s) 的 最 后 一 列 ; 四 之 
四 (hb 8) 是 齐 次 方程 (3. 4) 的 解 ， 在 t=s 时 它 与 直到 ww 一 2 阶 微 商 
等 于 零 ,而 对 # 的 2 一 1 阶 微 商 等 于 一 ， 把 这 些 总 结 起 来 ,得 

定理 3.2. 对 于 (一 oo, + oo) 内 的 任意 实数 s, & dU, 8) AH 
次 方程 (3. 4) 的 满足 初始 条 件 

y(3) =Dy(s} ==- =D*4y(s) =0, D'y(s)=1 {3.6) 

的 唯一 解 ， 则 方程 (3. 1) 的 在 tf 一 r+ 与 其 直到 4 一 1 阶 微 商 为 止 都 
竺 于 怜 的 唯一 解 由 


a(t) =f $l gls)as a7 


给 出 . 
,从 第 1 节 的 一 般 理 论 容易 得 到 的 另 一 个 关系 是 (3. 活 的 伴随 
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方程 。 这 由 第 工 节 给 出 的 伴随 方程 的 一 般 定义 推出 . (3. 2) = 0 
时 的 伴随 方程 是 上 = —wA, w= (w, =, wi), RESO E 
Dw, = 4,0, 
Dw, = — w1 + Gy_ Wy (3.8) 
(Doon = — Wy Fa Wy. 
方程 组 (3. 8) 并 非 旺 然 就 等 价 于 某 种 类 型 的 一 个 n 阶 纯 量 方 
程 . 然而 ,如 果 每 个 函数 as =l, …,z) 有 充分 阶 的 过 续 微 商 ， 就 
显然 了 ， 事 实 上 , 把 (3. 8) 的 第 8 十 I 个 方程 对 OR k RAN, AA 
等 价 的 方程 组 
Dw, = Gt, 
DY to = — Dw t D (answa), =1,2,-,n—1. (3.9) 
SOR z= wa 容易 从 (3. 9) 归 结 出 
. -Drz—D" Ha, 2) t+(—1) aye = 0. (3, 10) 
方程 (3. 10) 叫 作 方程 (3. 4) 的 伴随 方程 ， 如 果 诸 a 为 常数 , 它 与 原 
方程 是 相同 的 微分 方程 , 只 不 过 某 些 系数 改变 了 符号 . 


下 .4， 常 系数 线性 系统 
在 这 一 节 里 , 我 们 考虑 齐 次 方程 


ú= Ar a) 
与 非 齐 次 方程 
部 一 Azth(t), (4.2) 
这 里 的 4 是 wxs 的 实 或 复 常数 矩阵 ， 测 是 (一 0,o0) 上 的 nn 维 
RRA RR, 


(4.1) 48 f=0 HEER 解 Pt) 的 每 列 满足 (4. 1) 而 PO =P 
《单位 方 阵 ). 矩阵 POE PORE: 对 于 所 有 t, 8E(— 20, 2°), 
P+) = 二 P(t)P(s)， 事 实 上 ， 对 于 每 个 固定 的 8€(— o, 09), 
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PCi+3) 与 PLLOP(s) 都 满足 (4. 1), TOF t=0, iS BER 
H. 于是, 唯一 性 定理 草 含 了 上 述 结 论 ， 这 个 关系 使 人 想起 PO) 
的 作用 与 指数 函数 一 样 ， 因 此 , 我 们 作 下 述 

定义 4.1. 对 于 —wctcoo, nxn tp eles, 了 为 单 
BETTER) BE MH (4. DE 1 二 0 SE 

矩阵 具备 下 列 性 质 : 

Gjert menier 

Gi) (et) eat 


(iii) gen 一 4e4 =e^'A 
(iv) es=1+4t + pare show + jane + 


OD) (4, 了 的 通 解 是 e%e, 送 里 的 是 任意 维 常 向 量 ， 

Cvi) 如 果 X(t) (detX (0) +0) È (4. D nxn ERER, HI 

e^ = X(#) X00). 

性 质 (i) 在 上 面 证 明了 ， 性 质 (说 是 4) 的 结论 ， 性 质 (v) 是 这 
种 特殊 情况 下 的 引 理 1. 3， 从 唯一 性 并 注意 到 Ae“ 与 e114 都 是 
(3. 3 的 矩阵 解 ， 便 推出 (iib。 同样 可 证 明 WD, 

在 证 明 Civ) 之 先 ,必须 对 矩 降 震 级 数 的 意义 作 少 许 说 明 . 如 果 
FORENE z 的 函数 , 它 在 z==0 的 邻 域内 解 株 , MUM FCA) 
定义 为 通过 把 f ONERE POLET + 用 矩阵 妈 来 代 换 所 得 到 
的 形式 等 级 数 ， 自 然 , 当 且 仅 当 对 于 各 个 矩阵 4, OR BORE NT 
素 收 敏 时 ， 这 种 表达 式 才 有 意义 。 SERS EM * 的 解 新 函数 
时 ,人们 实际 上 可 用 这 种 级 数 来 定义 矩阵 函数 了 (4). 另 一 方面 ,应 
该 注意 上 述 性 质 (iv) 不 是 e“ 的 定义 ,而 是 将 要 从 et BUDE 
4 二 0 的 主 矩阵 解 这 一 事实 推导 出 来 的 


def 


《iv) 的 证 明 由 于 PC) 一 er' 是 (4.1) 在 #=0 的 主 矩阵 
eats 


M Ba PUA RB ES. 


PUy=I+['4P@ds. (4.3) 
如 果 试 用 逐次 逼近 这 种 明显 的 方法 来 解 方 程 (4. 3) 
Po 
aw 


Pet) =I + | AP” adds, &=0,1, 2, 
MEAP” 的 表示 由 公式 

CT 二 dagen ld: 

PP) TtAtty at + +ga 


给 出 ， 在 第 I 章 证 明 Picard-Lindelöf 定理 时 ， 曾 指出 这 个 序列 
WF lt) Sala 其 小 ) 收 化 .现在 我 们 愿 指出 ,对 于 (一 oc, ce) 内 的 
一 个 紧 集 的 所 有 t ERE PO CTE REA — BA a, 如果 我 们 令 
PRG ) 为 矩阵 PHAR ij 元 素 , 则 存在 与 上 无 关 的 常数 p>, 
fei |PPU)| <<B- P(E), FB, 

PIPPO | <1 tae tate? tnt fatter, 
这 里 为 了 简便 ,已 令 a=|Al. 此外， 


RAD Cg Jie PE + ` 
ALPS? (8) PROSE get gett 


WAA (PP CREF (oe, 0°) ARR Ay A t akk. k 
RMR UV) HRAB HHE FRRRFAHP®U)) 在 
(=æ, oo) 的 所 有 紧 子 集 上 一 至 收效 ， 根 据 4.4, 这 个 极限 是 
(4. DHEER PCL) 一 6 全， 这 就 证 明了 性 质 (iv). 

尽管 上 面 讲 的 表面 上 简单， ERE eS: RLM SL AN, are 
证 指数 函数 正确 的 许多 运算 ， FERAS e. 也 正确 ， 然 而 ,由 
于 抢 阵 的 乘法 一 般 是 不 可 交换 的 ， 矩 阵 指数 函数 的 另 一 些 运算 就 
与 纯 量 指数 函数 不 同 - 下 面 两 个 习题 说 明 在 演算 en 时 必须 
小 心 . a 
.4112 ， 


TAAL EBSA BA=AB I, BTA t A 
Be“ = e4*B, 

习题 二 2， 证 明 当 且 仅 当 B4= 4 了 3 时 ,对 所 有 上 有 

ettet! =m gl AbD, 

G. DEARG ec 给 出 , 其 中 。 ne HEMT, MOAR ett 
有 在 性 质 (iv) 中 给 出 的 震级 数 表示 式 .。 人 们 可 能 要 问 关于 常 系数 
线性 方程 还 有 什么 尚未 加 以 讨论 ， 不 幸 ， 前 面 用 的 记号 容易 迷惑 、 
人 ， 而 我 们 还 没有 回答 下 述 问题 ; 在 哪 种 确定 的 意义 下 ， 函 教 
at) =eVeCck n EME) AA SAR BRA OE 有 
效 地 计算 e“ 的 方法 为 何 ? 

这 两 个 筷 题 紧密 相关 ， 都 归结 到 细致 地 讨论 矩阵 的 特征 值 与 
特征 向 量 . MODE 1) 的 解 的 一 般 结 构 完全 由 代数 问题 的 解 
所 决定 。， 这 个 事实 表 胃 了 常 系数 线性 微分 方程 组 的 简单 ， 也 解 琶 :. 
了 为 什么 在 应 用 中 常 试用 常 系 数 方程 来 模拟 物理 系统 模型 ， 

BRA RA aXe ER ARTE CEE. BARD. 如 果 存 : 
EPHE oA 

Av=ào 或 (A—àljo=0. i (4.5) 
如 果 4 EIST A (PEL. To 是 方程 (4. 5 的 任 一 非 零 解 ， 
则 " 称 为 与 特征 值 4 相连 的 特征 向 县 (本 征 加 县、 国有 阿 时) 四 
H, ASS 4 的 转 征 值 , 当 且 仅 当 是 特征 方程 

det(C4 一 17) =0. (4.6) 

的 解 .特征 方程 是 4 的 % 次 多 项 式 , 因 此 有 % 个 解 ， 其 中 可 以 有 相 - 
同 的 . 另 一 方面 ;如 果 AL A, 是 矩阵 4 的 不 相同 的 特征 秆 ,而 兴 ， 
oo? 是 对 应 的 转 征 向 量 , 则 v1,…,s: 线 性 无 关 ， 下 述 引 理 是 明 量 . 
moni, | a 

54.1. RA ABATE, Wee AA 
的 特征 向 量 , 则 函数 (8) eo BD AE A= 47 的 一 个 解 . 
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引 理 4.2. UR AR xn EREA n TR ARATE A AL 

Aw 而 yw +, 0" 是 相应 的 特征 向 量 , 则 (4. 1) 的 遂 解 由 
F(e)e=e,v'e4! + se + eaten 

给 出 , AY V(t) = Cole, ee, vte), TH C= (C1, CER 

的 维 复 向 量 ,并 且 , e= OE 

WA 设 V(#) 的 定义 如 上 , 由 引 理 1.3 推 知 , ARR VC) 
是 方程 (4.1) 的 基本 和 矩阵 解 就 行 了 ， 由 于 FV(0) = 《v1,…,5v"), 而 向 
F oh …, 如 线性 无 关 , 故 了 (0 是非 奇 异 的 , 由 这 个 事实 . 引 理 4. 1 
与 推论 1. Hea VOEU. 的 基本 矩阵 解 , 因此 通 解 是 V(t)c, 其 
中 。 是 任意 的 # 维 向 量 ， 引 理 的 最 后 一 个 断言 正好 是 对 于 e” 的 
ERER CD. 

WREE A Wy IC HEAL HK, MELE h RSE Bet, 
REA HHT IRARER, 因此 ; 如 果 只 要 (4. 1) 的 实 
解 ,在 适 解 中 出 现 的 常数 需 满 足 某 些 复 共 固 性 限制 条 件 .事实 上 ,如 
RA 5 as ARR EE o, o Ee ey, 这 时 为 了 
得 到 方程 (4. 1) 的 实 解 ,在 通 解 中 常数 o 与 e VAA RIGA, 

现在 我 们 说 明 求 e” 的 一 般 手 续 、 为 此 ， 需 要 线性 代数 的 某 
HEARS. HO RS n RAIA So, 是 如 的 线性 子 空间 - 
子 空间 局 与 SF, 线性 无 关 ,: 如果 对 S, hy, S Sy, B egt 
cz 如 二 9 推出 ol 一 2= 0， 征 此 无 关 的 子 空 间 Si 与 8z HAIN 
HECH- HT RYA yonty RH, kE 
HES, 7:65, BRAE nxn 和 矩阵, SAO 的 子 空间 , 如 果 对 
于 任意 CS, 向 量 Ay BES A, WS BEAST, wR 
Ad nkn ER, C 中 所 有 满足 47-08 y HEER 4 的 零 空间 ， 
WENA), mE A axa BE ARE, 用 7+(4) 记 使 得 

N((A-AD**1]=N((A=AD)*] 
的 最 小 整数 二， 集合 NCCAA OTE C* 的 子 空间 , 称 为 4 的 对 
了 


于 特征 值 的 代数 重 数 , 也 就 是 此 特征 值 作为 特征 多 项 式 
det(A—AIT) 

零点 的 重 数 ， 如 果 MA =wf(d4 一 47]， 我 们 说 4 的 特征 值 和 

有 单 初等 园子， 下 述 结论 是 基本 的 ， 其 证 明 可 在 任何 一 本 线性 代 

数 书 中 找到 ， 

引 理 4.3， 各 果 4 是 nxn 天 阵 ,而 A e As 是 4 的 不 相同 的 
特征 值 , 则 对 应 的 广义 特征 空间 (A). Ma (A) RPE, 在 
和 矩阵 4 之 下 不 变 , 并 且 C= M, (AD PM, (A). 

由 于 当 ?14,…,2 是 4 的 不 同 特 征 值 时 , 广义 特征 空间 做 ;,(4)， 
oe, M, (A) BREF, 因 之 C0" 内 任意 向 量 x 可 以 唯一 地 表示 
为 


= Di EM, (A). (4.7) 


由 于 广义 特征 空间 (ATI 4 之 下 不 变 , 微分 方程 (4. D 
初 值 在 (4) 内 的 任何 解 , 对 于 + BTU, HERE M CADP, 
这 一 点 很 明显 , 因为 撕 述 微分 方程 解 的 曲线 的 切 向 量 ; 在 相 空间 中 
是 落 在 子 空间 MCA) 内 的 . 

对 于 任意 VEC 与 任意 复数 4， 


ett) = eA TAD git g0 = gl AAD gO Al 


= : 
“(Sef ter, 
is 


如 果 44 是 4 的 一 个 特征 值 , TAL AAR CEES, Bi 
Hy °C MCA FE BE b> (A) (A— AD) 28 =0, 因而 上 述 
无 穷 级 数 实际 上 只 是 一 个 多 项 式 ， 于 是 ， 对 于 任意 EMA), 
eto 是 

"15. 


“| = ' aaan fher, (4.8) 
总 之 , 如 果 4 是 矩阵 4 的 一 个 特征 值 ， 而 MOES 
义 特征 空间 , 则 微分 方程 的 初 值 在 M,(C4) 内 的 任意 解 对 于 所 有 上 
值 必 蒂 在 28,(4) 内， 而 微分 方程 的 解 是 以 向 量 乘 e 作为 系数 的 
的 多 项 式 ， 并 且 , 这 个 上 的 多 项 式 可 以 通过 直接 计算 eo 的 
EDARAN, 
由 这 些 说 明 与 引 理 4.3 以 及 分 解 式 (4.7) 得 
定理 4.1. 如果 A, Asd nxn RE 4 的 不 同 特征 值 ， 而 
MCA) 于 (4 人) 是 相应 的 广义 特征 空间 , OL 
i= Av, a(0)=g (4.9) 
的 解 由 
atijy= Pal} azani pher (4, 10) 
给 出 ,这 里 的 向 量 x*i 属于 广义 特征 空间 一,(4)。 它 由 初始 向 量 
79 较 照 方程 (4.7) 的 唯一 分 解 式 所 确定 ， 
利用 此 结论 的 具体 方式 如 下 。 4 的 特征 值 的 广义 特征 空间 
MM.(4) 的 维 数 等 于 特征 值 4 的 代数 重 数 . 对 于 给 定 的 矩阵 4 的 特 
征 信 A, BARER A-A 的 零 空间 . 如果 此 零 空 间 的 维 数 不 等 
于 特征 值 4 的 代数 重 数 , 就 着 手 计算 (4 一 41)? 的 零 空间 ; 如 果 此 
子 空间 的 维 数 等 于 特征 值 4 的 代数 重 数 , 子 空间 便 是 MCA). 这 
个 过 程 继 续 到 求 到 一 个 维 数 等 寺 特 征 值 和 的 代数 重 数 的 子 空间 为 
uk. SP SERE 4 的 每 个 特征 值 1 这样 作 了 以 后 ， 便 得 O 的 一 组 
基 ， 元 素 za 对 于 这 组 基 可 以 唯一 地 展开 ， 和 确定 z"5， 于 是 由 公式 
(4. 10948 BUF Ct). ZEA. 10) 中 把 so; 用 广义 特征 空间 M. (4) 
的 基 向 量 的 任意 线性 组 合 来 代替 (j=-1,2,…,s)， 便 可 求 出 方程 
(4.1) 的 通 解 . 
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习题 4.1. 利用 定理 4. 1, RHR i= Ae 的 实 通 解 ; 


(a) a=[ ° 外 
(b) a-l? ok 


(e) A= 


1 

1 

ð 一 1 2 
(@ A=) 0 1 ; 

1 


L 1 一 1 
o 1 0 
(e) 4=| 4 3 —4 
1 2 一 ! 


定理 4.1 SME TERRA EMRE bA 
是 说 , (4. 1) 的 任何 解 是 营 干 指数 项 的 和 ,其 系数 是 的 多 项 式 . 指 
数 项 的 指数 是 4 的 特征 值 ， 对 应 的 # 的 多 项 式 的 次 数 比特 征 估 的 
广义 特征 空间 的 维 数 至 多 小 一 . 关于 (4. DEPO OOX 
来 完整 地 说 明 ; 对 于 一 个 xn HERE A, AERA SERGE O, 使 得 
QAQ =diag(Ci, =, Cp), (4.11) 
Os;= 2 +R, 

0 1 00 0 

0 0 了 o 

0 0 0-0.1 

0 0 OO 0 
T A=, 2 e, ADEMELL, Aa, A BRAT, 
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Cs 的 维 数 % 不 一 定 等 于 上 面 提 到 的 7(42). 
如 果 乌 与 4 按 (4.11) 相 关连 , 则 


QiesQ —etdiaste wn eynt diag (et, s, er), (4.12) 
1 
eft a eteti ea 0 1 t Wt 
pyree 


表示 式 (4. 12) 给 出 了 关于 e” 的 比较 具体 的 知识 ， 但 它 也 与 
定理 4.1 同样 地 描述 了 (4. 1) 解 的 一 般 结构 ， 
把 矩阵 4 变 为 年 阵 OAO 非 奇 异 ) 的 变换 是 相似 变换 ， 相 
似 变换 在 微分 方程 理论 申 很 重要 ， 率 实 上 , WIRE 是 非 奇 异 和 矩阵 ， 
证 在 人 4.1) 中 2z=@o%, 则 # 一 Q 9 由 Jordan 标准 形 推 知 , 相似 
变换 可 用 来 把 微分 方程 化 成 很 简单 的 形式 . 
定理 4.2.，(i) 系统 (4. 1) 稳 定 的 必要 充分 条 件 是 ，4 的 特征 
慎 的 实 部 所 0, 并 且 零 实 部 特征 值 有 单 初等 因子 ， 
Gi) 系统 (4. 1) 渐 近 稳定 的 必要 充分 条 件 是 , 4 所 有 特征 值 的 
实 部 二 0， 如 果 是 这 种 情形 , 存在 正 的 常数 Ko 使 得 . 
Jett ke", #20. (4.18) 
证 明 由 于 (4.1) 是 自治 系统 , 稳定 性 意味 着 一 致 稳定 性 ， 渐 
近 稳 定性 意味 着 一 致 浙 近 稳定 性 ， 由 定理 1. 2 得 知 (4. 1) 的 稳定 
性 与 有 界 性 等 价 , 而 浙 近 稳定 性 与 指数 渐 近 稳定 性 等 价 . 
O 如 果 (4. 了 ) 的 所 有 解 有 界 , 则 根据 引 理 4. 1, 4 不 能 有 特征 
值 是 正 实 部 的 ， 并 且 , 如 果 有 特征 值 是 零 实 部 的 ,并 且 
MAA)#N[(A-AD], 
贴 由 定理 4.1 推 知 ， 存 在 是 非 零 常 向 量 的 te 倍 的 解 ， 这 种 解 将 
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不 是 有 界 的 ， 反 过 来 ,如 果 所 有 特征 值 的 实 部 不 是 正 数 ,而且 对 于 
SRM TAA M (A) 二 NW[(4 一 41)]J, 则 由 一 般 表示 定理 ( 定 
理 4. DAEN RIER E e” (ReA<0), RAND i WE. UL, 
是 有 界 的 . 
(i) AEM 4.1 与 定理 1.2， 以 与 上 同样 方式 可 证 明 这 一 
部 分 . 
Fle!) =e, RARO DA 2) 的 常数 变易 公式 是 
aCe (本 十 | os) 人 (14) 


几 特 向 说 明 这 个 关系 式 , 考虑 纯 量 方程 
+u=g(a). 
这 个 方程 等 价 于 系统 
U=B, 
o=—utg(t). 
和 如果 mw= luo), 


mY 


而 (4. 14) 的 第 一 个 分 量 是 - 
u(t) =u(r) cos(t ~r) +2(r) sin (tf —r) 


+f sin(t—s)g(s)de, 
这 是 在 初等 微分 方程 中 热 知 的 公式 ， 
页 . 5， 二 维 线性 自治 系统 
作为 定理 4.1 的 一 个 应 用 ， 我 们 来 把 下 述 微分 方程 解 的 不 
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同性 态 进行 分 类 . 
$= Az, 4-| 外 detA#0, 8.1) 


Fe ab cd 都 是 实数 , 如 果 用 AL, A 来 记 4 的 等 征 值 , 有 许多 情 
BEA. 

HEL A An eB Ard). Bots o? 分 别 记 和 4 的 与 特征 
fA, As 相连 的 单位 特征 向 量 ，(5.1) 的 实 通 解 是 

alt) =e, 670! + Gerry. (5. 2) 

这 里 的 cco 是 任意 的 实 常数 ， 对 于 给 定 的 of cp cf tei, h 
《5. 妇 描 述 的 轨道 y 的 单位 切 向 量 ， 如 果 c: 二 0， 当 too 时 趋 于 
土 01, 如 果 cz 关 0, 4 t>o HAF Le 

WH lo. WR, <A 0G). BARRY E> 时 
趋 于 零 ， 而 关于 渐 近 方向 的 上 述 知识 使 人 们 能 画 出 轨道 草图 如 图 
5, 1， 直 线 五 5L 是 分 别 包含 特征 向 量 刀 与 这 的 直线 .原点 
BE BABES A, 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
| 
1 
1 
| 
| 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
i 
1 
1 
1 
1 


B 1 
BLS MER AAO) 


WEI 正 根 .0 二 和 二 4( 不 稳定 结 卡 )， 这 种 情形 与 14 相 
OL ARERR, 并 且 改 换 曲 线 的 切线 ， 请 见 图 5.2， 原 
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点 不 稳定 , 称 为 不 稳定 结 点 . 


Was. 不 稳定 持 点 (0 一 :< 
情形 16， 一 个 正 根 与 一 个 负 根 , AOA, (RA). M6. 2) 
fo, TEL, LPR t> :oo 时 趋 于 零 ， 落 在 工 上 的 轨道 当 
b> oo 时 趋 于 零 ， 其 他 轨道 都 是 无 界 的 ， 零 解 不 稳定 , 在 图 5. 3 
中 描绘 了 轨道 , 原点 称 为 鞍点 。 


i 
| 
| 
d 


图 下 .5.3 BA Ac, 
情形 2 。 复 根 。 由 于 4 是 实 矩阵 , BU A= ati, =a 
一 iB,&,B 为 实数 ,0。 和 如 果 把 v1 5 o? He Je HE, (5. 1) 的 实 
通 解 是 
w(t) =cpe** yl 4 gje = Re (cetyl), 
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这 里 o! HEME Be, THE bh BS, 
BOR v' =ut io, HRB, Ml uy 线性 无 关 , 又 如 果 


=a", 
0、6 为 实数 , 则 (5. 1) 的 实 通 解 是 
z(t) =2ae" [ucos (Bt +5) —vsin (BE +6)j. (5. 3) 


表达 式 (5. 3) 给 出 解 的 所 有 基本 性 质 ， 如 果 Pt+d=ka, kw 

整数 , 则 解 的 轨道 穿 过 由 生成 的 直线 U, 又 如 果 
ft+d=(2k+ 14/2, 

k AER MARR OER. RA, o 方向 上 的 
分 县 是 振动 的 , FACT «/2 KE, Aik, Biba E 
RR. 

情形 20. Mu (PL), mE 4 的 特征 值 是 土 i8, G. 1) 的 实 
RR 

x(t) =alucos (Pt +6)—vsin( Bt +å)], 

万 里 的 4.6 是 任意 实 常数 ,x,。 SERA, PRA, 每 个 
解 的 周期 为 2r7B8， 如 果 w,? BELEX, 这些 曲 线 就 是 中 心 在 (0， 
ORD. BU, 它们 恒 是 畸变 的 椭 贺 ( 见 图 5. 4)。 原 点 稳定 , 称 
为 中 心 . ` 
y 
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1 
' 
| 
H 
t 
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t 
1 
i 
1 
1 
i 
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图 于 .5.4 HL AL HAs, Red =O, Imi #0 图 起 5.5 稳定 焦点 
情形 25， 负 实 部 的 复 根 (稳定 焦点 )，、 如 果 a<0， 从 (5. 3) 推 
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知 所 有 解 当 too MET E, AER, FRA ORE RA 
( 见 图 5.5). 


1 > 一 co 时 解 趋 于 零 ,平衡 点 称 为 不 稳定 焦点 ( 见 图 5. 6). 


1 
1 
1 
ff 
i 
1 


1 
i 
1 
1 
l 
1 
1 
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S 
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图 到 .5.6 不 稳定 焦点 EES? 稳定 的 非 正 带 绪 点 


， 舍 瑟 3 ， 两 特征 值 相等 ( 非 正常 结 点 ) .特征 值 是 实数 ORS 
HEA 相连 有 两 个 线性 无 关 的 实 特征 向 量 v',s*( 即 4 有 单 初等 
AF) HERE 

x(t) = (ewt egv2)e", 
其 中 cc. 是 任意 实 常数 。 对 于 任意 C4、 Co a 轨道 的 单位 切 向 量 
是 常 向 量 。 因 此 , 所 有 轨道 是 通过 原点 的 直线 ( 见 图 5.7). 
如 果 4 仅 有 一 个 线性 无 关 的 特征 向 景 ， 则 由 定理 4. 1 给 出 的 
HE ` 
(I= Cert etyer'ol +e” v2, 


此 地 六 是 与 5 RAKE RAE, 通过 直接 计算 ， 可 以 证 明 当 
# > 十 co 与 4 一 c 有 时， 轨道 的 切线 平行 于 只 。 典型 的 情况 如 图 
5. 8 Bia, 
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Buss 稳定 的 非 正常 缚 点 


五 . 6， 鞍点 性 质 ” 

在 圭一 节 里 ， 我 们 比较 完整 地 刻 划 了 二 维 常 系数 线性 系统 解 
的 物性， 研究 在 什么 条 件 下 微分 方程 的 解 在 特殊 类 型 平衡 点 附近 
的 竹 态 不 因 方 程 右边 的 “小 "扰动 而 “改变 "， 是 件 有 意义 的 事由 
考虑 公有 线性 扰动 Be(1B| 是 小 量 ) 的 情形 ， 易 见 对 于 二 维 线性 系 
ASSURE ERA ARREARS, BP WE 
< 的 权限 性 态 而 言 ;除开 中 心 以 外 的 所 有 奖 型 奇 点 对 于 小 扰动 者 
是 不 灵敏 的 ， 在 这 一 节 ， 我 们 对 于 任意 阶 的 线性 系统 讨 沦 对 微分 
方程 中 的 扰动 不 灵敏 的 一 类 特殊 的 平衡 点 。 平衡 点 的 分 类 在 下 述 
意义 之 下 是 粗糙 的 , 它 不 考虑 轨 线 的 “精细 ”结构 , ASE — 
近 性 质 . 这 里 讨论 的 问题 在 后 面 有 一 章 里 从 较 一 般 的 角 RK 处 
是 ,但 是 尽管 有 所 重复 , 项 来 现在 考 这 一 AGED NEH. 

(4.1) 的 平衡 点 z= 0 称 为 (4. RRR, 如 果 和 矩阵 4 的 
特征 值 的 实 部 不 为 零 , 并 且 其 中 有 k> 个 的 实 部 为 正 数 , 当 n=2 
时 , 鼓点 的 这 个 定义 与 第 5 节 的 定义 不 相同 ， 事 实 上 , 在 这 一 节 里 
把 完全 稳定 的 平衡 点 (&= 二 0) 与 完全 不 稳定 的 平衡 点 (% 二 2 都 叫 作 

如 果 z=0 是 (4. 了 的 (如 类 较 点 ,空间 O 可 以 分 解 为 
+ 124. 


C" 一 CO， 

O= a0, 0t = a0, 
REH 2,7. 是 射影 算 子 ,x+ ta =1,0} HERE k, Ct 的 维 
数 是 ?一 5 Cl, C2 在 4 之 下 不 变 , 存在 常数 K>? 与 ar, eR 
于 所 有 xsEC* 有 


(6.1) 


(a) letfayt}/< Ke |x, 2}, &<0, 
(b) jetta s| Ke |ne], t>, 
这 些 关 系 式 从 下 述 观 察 直 接 推 得 , FERIAREN U, 使 得 
UiAU = diag(A,, A_), 

MA, REX eR, HTAMR MAEM, mA Æ —k) x 
人 一 切 矩 阵 ， 特 征 值 的 实 部 为 负数 . 根据 定理 4 2， 存 在 常数 
下 ;>>0，c>0， 使 得 当 t0 let | << Ky e%', 当 二 0 于 |e4-:| 安 
Ke". 这 前 一 个 关系 式 基 从 在 方程 C= Ayu 中 以 一 上 RER 
到 的 , 令 OF = {2E0", 使 得 “=Ug, y= (u, 0)，w 是 维 向 量 } 与 C2 
二 {E04, 使 得 z=Uy,y=(0,v)，v 是 8 一 ein}. 由 于 如 是 非 
ARH, A RCE 二 0", 这 就 定义 了 上 面 提 到 的 射影 算 子 5;, x. 
显然 , (6. 1) 与 (6, 2) 是 满足 的 . 

在 (6. 1 中 定义 的 子 空间 C2 与 C2 sy Rs ee 
流 形 与 稳定 流 形 ， 解 轨道 在 不 稳定 流 形 上 当 t 习 一 > 时 趋 于 零 、 
在 稳定 流 形 上 当 tooo HATS. bop. CLS Ct 的 结构 清楚 地 
说 明 , (4. 1) 的 那些 t>0(t 志 0) 时 留 在 原点 的 给 定 邻 域内 的 轨道 ， 
其 解 的 初 值 必 在 02 (03) 上 . 

当 一 个 以 w=0 作为 鞍点 的 线性 系统 ， 受 到 在 接近 于 zy=0 处 
是 小 的 扰动 时 ， 可 以 期 望 它 有 什么 特性 呢 ? 下 而 这 个 例子 是 有 启 
发 性 的 .考虑 二 阶 系统 


(6.2) 


=m, 
dy = ay taf, 


* 1256 


它 的 通 解 是 


a Ci)=ela, 
=et{o E) Ees 
a(t) =e (e Ete s 


Be bAERER, SHAH. 当 i> 时 eli) et), 
SARS a=0 FoR, LH too pt a(d), aE) 0, H 
仅 当 b=a314 且 a 任意 如 果 5== 
a3/4, 在 相 平 面 内 对 应 的 轨道 是 x 二 
of /4, 相 平面 图 如 图 6. 1 所 示 . RE 
意 在 z=0 猎 近 ， 稳 定 流 形 与 不 稳 
定 流 形 和 线性 系统 基本 相同 , 这 个 
例子 启发 对 非 线性 方程 的 鞍点 提出 
如 下 定义 . 

WR ze 是 方程 he 

&= Ant fle) > (6.3) 

的 平衡 点 ， 其 中 了 在 LER RITR 是 (6.3) 的 RBA, 
如 果 在 在 xo MAAR SC 内 的 两 个 集合 UU; ，5。:( 分 别 
Æ k Hel ak ERUEN Sa-i = {zo), 对 于 (6. ME, OBA 
不 变 的 , Su-* SER AEG). EE. 8) HET S i <E 
BEV 内 的 解 轨道 ， 其 初始 值 必 在 U.S.) 内 ,并 且 初 始 值 在 
US。-4) 内 的 任何 解 轨道 当 t 过 一 (十 co) 时 趋 于 ro SB URR 
为 不 稳定 菠 形 ,而 Sa 称 为 稳定 流 形 。  — ` 

假设 z=0 是 4. DM (e) 类 粹 点。 如 果 对 于 某 个 函数 - 族 灾 
中 的 每 个 有 ,系统 (6.3) 有 一 个 平衡 点 n) EEO RRA, 
我 们 就 说 对 于 给 定 的 函数 类 黄 点 性 质 被 保存 , 

我 们 的 主要 兴趣 集中 在 当 族 F BON" RARE BLA t= 
Solf) 满足 zo(0) 一 0 侍 ， 较 点 性 质 的 保存 。 如 果 了 的 一 防 导数 连 
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续 , 又 我 们 在 z=0 的 有 界 邻 域 了 上 , 以 指定 了 的 范 数 为 


_ of (a) 
IfI =suplf@) | +sup| Er 


来 量度 了 ， 则 采取 当 |z1>0 时 fo)=oflzl) 这 一 假定 不 损 一 般 
性 .事实 上 ， 存 在 6>>0, HAM 4 十 3f(w)/3w 作为 2 的 函数 当 
Iz|<<6 时 有 个 特征 值 是 正 实 部 的 ， 有 n 一 * 个 特征 值 是 负 实 部 
i, RB Bee, HR Act fe) = 0 ERR |z1<6 NAME 
一 解 zo， 作 变换 z=woty 得 到 方程 


9=[ 4+ 2 | 94 (et fen) -ay 


SL By + gly). 
RE BAEPER RAE n-k PRE. TS 
ly! >0 i g(y) =o (ly). 

由 于 这 个 说 明 , 我 们 对 于 至 少 满足 1#1>0 了 时 f(z) 一 o(|x|) 的 
连续 函数 族 ,考虑 方程 (6. 3) 的 鞍点 性 质 是 否 保存 . 

3186.1. WR f: OC 是 连续 映射 ,z= 二 0 是 (4. 1) Be) HK 
鞍点 ; =+\- 是 (6, 1) 中 定义 的 射影 算 子 , 则 对 于 (6. 3) 的 在 [0，<) 
上 存在 且 有 界 的 任何 解 x*(t)， 存 在 x.Ex.C" HB HR E> 0 Bt c(t) 
满足 


a{é)= esia tf ess _ flr(s)) ds 


+ flea f atd. (6.4) 


对 于 (6.3) 的 在 《一 =>，0] LEE AAEM a(t), HE 
z+Ex40" 使 得 #0 时 


a(ty=e4n yt f ett-o y f(s) ds 
+f) ema Sat s))ds. (6.5) 
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反之 , (6. 分 的 任何 在 [0,<e) 上 上 有 界 的 解 与 (6. 5) EE EAT FEC +09, 0] 
上 有 界 的 解 都 是 (6, MRR, ， 
证 明 ”假设 zx(z 是 (6. 3 的 解 ， CHEF tm, 并 且 t>o 有 时 
UDSM. BERR LB TBA E0 有 | :zj <L lel, F 
是 对 所 有 4#>0 有 |rsz(t)1<2E。 由 于 了 和 连续 , 故 存 在 常数 六 使 
PR SOM IF] 1<N， 对 于 任意 oE[0, on), MACE 
ARR) Set, zlo) 
+f ers- oa fads, tELO, co)， 
这 里 用 到 有 t+ 二 t+A4， 此 外 也 有 Az- 二 -44. 
AFERE 4 满足 (6. 2), 对 于 <o 有 
jett- alo) SKO] wale) SKLM), 
FRY or OMEREMR TE, XAF iSO, 
[ff easa la [ela Fo ds 


<KEN’ est oda 
IN e-o] 


<KLV 
a 


因此 积分 | etta flats) de 存在 。 从 上 面 的 关于 eO RR 
分 方程, 推 各 

sa) = [erste felt +a) ide, 
由 于 a6) = nye (8) +008), IEP AAS BL BN Pa 
(6. 4)， 用 完全 相似 的 方式 可 证 明 关系 式 6. 5)。 引 理 的 最 后 部 分 


可 用 直接 计算 来 验证 ,于 是 完成 了 证 明 . 
，128。 


请 注音 (6, 4)、(6, 5) 中 的 oc. 不 是 解 在 ?一 0 的 初始 值 ， 只 
是 在 已 知 解 以 后 才 确 定 的 
引 理 6. 2 假设 a>0, p>0, K, L, M BARN Re we TA 
不 等 式 之 一 的 非 负 .有 界 连 续 解 : 
ult)<Ke™ + 下 e 3) 


+a” eult +sds, t=O, (6.6) 


u(t)<Ke™ + en (sds 
‘ 


+uf eu(tta)ds,  t<0. 6.7) 
如 果 
peL Ly Ms, or 
则 在 任何 一 种 情况 下 . 
(HKP) Ke uen na 6.9) 


证 明 我们 只 需 对 * 满足 (6. 6) 的 情况 证 明 引 理 , 因为 通过 变 
Hie -t s>s 就 化 (6.7) 的 讨论 为 (6. 6) 的 讨论 、 我 们 首先 说 
H srcott u(t) +0, WI—limuls), Mu HARES 5 


AR. 如果 ! 满足 A<O<1, 则 由 S>0 推 知 存在 o, 使 得 > 
tikt uE) <O7'd, RG. 6), 对 于 >t 我们 有 


saaken tref” evtu(s)ds + Ł +a “1d, (6. 10) 


由 于 (6. 10) AWD a Poco 时 的 上 极 跟 一 . 这 是 一 个 矛盾 ， 因 此 
6=0, H4 t> kt ult) 0, 

dR v(t) = sup as), WE H t>o 时 v(t)>0, 推 知 对 任意 
1€[0,c0), HAE tome, AM is< Ht oC) =0(s) =H), 
4 ot H oe) colt), WEG 6), 这 意味 着 


21296 


v(t) SHE eRe Lf eo co)de 
+ Lf" ey (8) ae 人 et +a)ds 
i 0 


Kee Lf eo (sds + BOC), 
RB A=LiabM/ycl, WR (= ev), Mh >k 
POENE E" a-sy Ll s(s)ds, 


MGronwall RER, 我 们 得 2(2) << 1 —B)“'Kexp—Ay "Lt, 这 
就 是 引 理 中 对 于 we 蕊 的 估计 式 (6. 9). 

AR 6.1. ita, b, o 是 [0, eo) 上 的 非 负 连续 函数 , w 是 不 
等 式 


uo D+ dulda f elult t sas, t>0, 
WIERA RERE MH t>o kt a(4)0, b(t) >, [toai 
中 wm<c. ERE 


[owas + 人 (a)ds<l 


BU Ai too ht u(£)>0, 

假设 厂 是 C 的 包含 零点 的 任意 子 集 ,而 C"= x+C"@z_C* 这 
里 fr- 是 射影 算 子 ，rrr- 一 f-f+ 一 0， 如 果 在 三 内 当 z-0 时 
1zrsz1/1r-z10, 我 们 说 六 在 零点 与 a0 相 切 ， 相 似 地 ,我 们 说 
T5 a," 相 切 ,如 果 在 严 内 当 z->0 时 -zj/ istz[-0. . 

定理 6. 1， 假 设 是 [0, co) 上 连续 , 非 碱 , 非 负 函 数 ,#7(0) =0, 
令 Lip) 记 满足 下 列 条 件 的 连续 函数 FC" > 0" 的 族 : 

(a) 1{0) =0, 


(6. 11) 
. 130+ 


O lf) —f WD eno) joy, lel, yio. 
WE =o EL D ORR, MATEL ip) k RAER 
是 保存 的 . 如 果 对 于 任意 ESL ipo), U =U G5 Baar Sal f) 
是 (6.3) 的 平衡 点 *=0 的 不 稳定 流 形 与 稳定 流 形 , 则 0, 在 z=0 
与 x+0" H, Saa 在 ?=0 与 了-O" 相 切 ， 这 里 r+0" 与 mr-O" 是 
《4 了 的 鞍点 “=0 的 不 稳定 流 形 与 稳定 流 形 ， 并 且 , 存在 正 的 党 
My ea 
(a) {e(4)[<Me-*'|2(0) |, > 0,7 (0) ES, 4, 
(6. 12) 
(b) [EE Me” |e(0)|, E80, 2(0)EU,. 
值得 考虑 定理 6. 1 的 下 述 概略 的 表示 图 6.2. 对 f=0 的 图 
形 是 全 局 性 的 , 而 对 了 #0 的 图 形 则 是 局 部 性 的 . 在 图 中 , 我 们 指出 
了 (6. 3) 的 不 在 Ui 与 g -上 的 就 道 ， 实 际 上 ， 我 们 不 证 明 不 与 
U, RSs. 相交 的 轨道 像 图 中 所 示 ， 而 只 是 断言 这 些 就 道 在 上 增 
大 过 程 中 必然 离开 霍 的 一 定 邻 域 ， 


TO 


图 £62 
定理 6. 1 的 证 明 . 根据 引 理 6.1， 对 于 (6. 3) 的 任何 在 [0, 20) 
LARRET, Er Ea CER) 满足 (6. 4)， 我 们 先 来 
讨论 对 于 在意 完 分 小 的 z-Ex 0%, 在 [0，ce) 上 (6. DARRE 
性 . 由 于 a,n, 是 射影 , 存在 常数 五 使 得 对 于 所 有 xzEC" 有 | 1,2 
1 


SKy lal, [ea] < Kile), BR Ko 是 (6, 32) 中 给 定 的 常数 , WO) 
“(o>0) 是 (6.11) 中 给 定 移出 数 ， 取 6 使 得 

4K KIn(6) <a, 8K? K (6) < 3a, : (6. 13} 

用 这 样 选 定 的 5， 对 于 =_C" 内 任何 满足 lel <6/2K tye, 

定义 乡 (z_-,6) 为 连续 函数 >:[0，co)~C" 的 集合 ， 其 中 [al = 

siple(O1<6, -5(0) =e, Gl, 6) HIELO, IRA C" 的 

所 有 有 界 连续 函数 赋予 一 致 拓扑 而 成 的 Banach Amt A AF 
TR, UTED EB (x, 8), ML Ts 为 

ODs | eta Fale) ds 

+ feta s(t +sd)as, (6. 14) 

REPU TESA 9) 内 ，- 容 易 看 出 当 to Tr 有 定义 

HES, Fx-Twz](0) =z_-， 队 (6. 2), (6. 11)，《6. 13) 得 知 #>>0 时 


[Pay |< Kem" |e 1+ f Ke? |a fèl) fds 
+p ke" fat +s) lds 


SKE a] +2498) alte] 


<K ir- + Eno 


å ô 
<5 t7’ 
FE |Ta( <ð, HTH Gla, 3) 一 乡 (z-,5) 的 映射 . : 
HESR FAIA EY ATT AR t= 0 BY , 了 


[ToD PPD < EE) ey <2 
因此 人 TP 是 GO, OLMERIRI, HEMET aC, 2) 


"132， 


€@(x_, 8), EBC. 4). ， 

用 与 上 述 相 同 的 估计 ， 可 证 函数 x*(，, xz.) 对 x- 连续 ， 并 且 
x*(*,0) 一 0, 然而 , 还 需要 作出 2*(*,x-) 对 x- 的 依赖 关系 的 更 精 
确 的 估计 如果 我 们 令 2* = 0" (-,0_), =t (e, WAC. 4) 
Je >0 et 

(a*(Q)—23*O)| KK e |x_—B_| 


+ KR) ere? ae) -E*(s) Ids 
—KK (6) ferira +s) —7" (i> 8) |ds. 


现在 我 们 可 以 应 用 引 理 6. 2 到 这 个 关系 式 、 EFR 6. 2 中 ， 令 
yaa, M=L=KKin (6), mR ult)= e*t) E"), 6 满足 
(6.13), 又 适当 地 识别 引 理 6. 2 中 的 常数 , 则 


je*(t,a_) —2*(4,2_)] 
<2Kexp(—$)lz-—2.1, 1>0, (6. 18) 


HF x" (+; 0)=0， 关 系 式 (6. 15) 意味 着 这 些 解 满足 形 如 (6. 12a) 
的 关系 式 , 当 ! ce MRE PE, 

令 Bor WO 内 中 心 在 原点 半径 是 6/2K 的 开 球 . 令 Shi 
(6. 3) 的 所 有 这 样 的 解 的 初始 值 , CAS EH ORR E B P H 
在 Bar 内 取得 #-z(0)。 MAB LN EWA, Sis e= etC, 
z), 2 Ea 0") N Ban Ab, WT eer O)N Bing FIC) 
.=2z*(0,z-)， 国 数 9 是 由 (r-C") Bie P SR- 的 连续 映射 , 由 


ge pant [en ftis (6. 16) 
给 出 ， 从 (6. 2), (6. 11) (6. 13)、(6.15)， 我 们 得 知 对 所 有 2. 2- 
E(x C”) NBs, 


lga) gy ) {> ls] 
©1336 


-S EEn) latsa) a" (6, 5.) ds 
> lek 由 -生生 | 


1 ~ 
>zle gle 


因此 9 Ea. Fg =at e gA, E 
说 明 S AEF C** 内 的 开 单位 球 , RUHR nk, R 
而 , St, 可 能 不 是 正 向 不 变量 ， 如 果 我 们 把 ,扩充 , 加 上 所 有 
FONE St, AMEE, BARE S WS, EER 
不 变量 ; 并 且 根 据 方程 解 的 唯一 性 知 Sa BEEF 0 内 的 开 
单位 球 ， 如 果 当 zES。* 时 1r_zl<<a/2K， 和 集合 So 便 与 SS 
相同 . 

从 (6. 14), (6. 15) 与 zt(-，0) 一 0, 我 们 还 得 到 

{w,2*(0,0_)] 

SKK en ler Cs, ))) [a (oe) Ids 


<ER: | en jæ j)2K }a_|de 


= PEK 2K je-)) lel. 


MEHE S a |B x2" (0, w) l/s, ix BBR 
@=08,.. 与 7.0" 相 切 . 

利用 关系 式 (6. 5)， 可 以 用 完全 相似 的 方式 作出 集合 如， 这 
席 完 成 了 定理 的 证 明 . 

在 定理 6. 1 的 证 明 中 ， 实 际 上 已 证 明 由 x_C* Bim 入 St. 
的 映射 9 是 Lipschitz 连续 的 [ 见 关系 (6, 15) 与 (6.16)]， 由 于 车 
(6. 11) 满足 ， 则 (6, 3) 的 解 电 Lipschitz 连续 地 依赖 了 初始 数据 ， 
AURA TIRE Sa 与 不 稳定 波形 U, 都 是 Lipschitz 连续 的 ; 也 


就 是 说 , 通过 一 个 Lipschitz SRM, Sa (U) MBE + 
(0) 内 的 单位 球 ， 从 定理 6. 1 的 证 明 , 显 热 也 着 出 ， 在 (6. 115) 中 
规定 的 那 种 Lipschitz 条 件 并 不 是 必要 的 、 可 以 只 假定 
IFF Srle, 

这 里 ? RE y RE nD), AR, PEA 
性 的 结论 在 这 比较 一 般 的 情形 下 可 能 不 成 立 ，， 

还 可 以 证 明定 理 6. 1 的 更 弱 的 形式 ， 这 时 不 要 求 函 数 满足 
Lipschitz fF, MARERE 

Ha Sejal (6. 17) 

这 里 * 在 z=0 WET GRY, TT ELL n 代替 (5) 所 成 的 
(6.13), ERL 选取 5 使 得 |z| < ORM EV, 又 假定 F e, d) 
像 前 面 那样 ,定义 为 由 所 有 把 [0, oo) 映 入 0" 的 以 3 为 界 的 连续 了 
数 用 在 [0, ) 的 紧 子 集 上 的 一 致 收 化 拓 扑 所 虑 的 集合 。 A 
也 如 (6.14) 所 定义 ， 可 以 用 与 前 面相 同 的 方式 证 明 T: He, ð) 
一 乡 (z-,6). 对 于 任意 *>0, 选 取 如 此 大 的 +, 使 得 对 于 任意 x, 9 
G(r, 3), 

VTE — THA) 

KKK: fi e+ FEl) FC) lds 


FEKK: ef (a(t +0)) -FUG +s)) jds 


+e/2 

因此 , 在 [0,s) 中 任意 给 定 紧 集 G， 总 可 选取 S>, HAH lee) 
ALS EG ERN E | (Px) (4) — (Ty) (| <e 在 G 上 成 
立 , 这 意味 着 了 了 按 在 紧 集 上 的 一 数 收 化 拓扑 而 言 ,在 乡 (x-, 6) bE 
续 ， 由 于 (Tx) (8) 是 方程 2 二 4Az 十 f(x()) 的 解 ， 又 对 于 所 有 zE 
Gia DRT <3, Bi dadi 一 致 有 界 ， 而 了 了 是 由 
Ge, å) A Gla, RSE SERBH, 利用 Schauder-Tychonov 

+ 133. 


EM, TOSRTEG ee, OMAR BA SC, r), .此 外 出 于 
a* (+2) WE (6, 4), HBS 
E DIETLA A] +R Kip ent es has 


HER uf eran +8, w) |ds. 
再 利用 引 理 6. 2, 得 
fe*(4, e) | <2Kexp| (Ziel. i0, (6. 18) 


又 恰好 与 定理 6. 1 的 证 明 中 一 样 ,得 到 
aroa iae h : (6.19) 


于 是 (6. 3) 的 满足 £0, Je(1)] <5 A lat (0) 1<6/2K 的 所 有 解 
a(t) a4 too BHR TE, BATAR a RER ECG. 19), 
如 果 我 们 用 8* ZBRKA, EER AnH ML 
在 S* 内 的 解 的 正轨 道 ,把 .8* 拓 广 为 集合 S, WIRES 为 (6. 3? 的 稳 
定 流 形 是 合理 的 ， 

如 果 了 满足 较 强 的 条 件 

Ke)=o(izl) 当 lzl=0， (6. 20) 

则 存在 当 o> 0 时 连续 的 9(o) (n(0)=0), HARI <o 时 1f(z)| 
Sro) |x]. HRC. 19) 可 以 改进 为 
lrr* (0, x) | <a EE 
关系 式 (6, 21) 说 明 仿 在 z=0 5 x_0" 相 切 。 用 相同 的 方式 ; 得 到 
不 稳定 流 形 0, 它 在 =0 与 =+C" 相 切 性质 SNU= 0} 仍旧 成 
立 , 但 不 能 断言 8 的 维 数 是 4 一 上 ,UU 的 维 数 是 

如 果子 满足 条 件 (6.17)， 估 计 式 (6. 19) 说 明 稳 定 流 形 必 然 落 
在 包含 =-C 的 一 个 范围 内 ， 这 个 范围 由 两 张 当 poA F <-C 
的 平面 所 界定 ， 同 样 的 说 明 适用 于 不 稳定 流 形 . 
Le 


(2K |#_}) |_|. (6. 21) 


如 果 拖 满足 (6- 20), 6. 3) 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 在 = 
OR U D 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 相 切 这 一 事实 意味 善 : 对 于 
sO 的 与 中 心 在 原点 ,半径 等 于 一 的 球 相交 的 任意 邻 域 N, 存在 
a= 0 AG OB RV ER C6. 3) 的 与 邻 域 普 有 关 的 稳定 流 形 落 EN A. 
同样 的 说 明 适 用 于 不 稳定 流 形 . 这 个 说 明 的 重要 结论 是 下 述 推论 ， 
它 的 前 一 部 分 是 定理 2, 4 的 特殊 情形 . 
推论 6. I、 假设 产 C" >C" 连续 , 4 le> HS f(x) =0(|z1), 
如 果 4 的 特征 值 的 实 部 都 是 负 的 ， 则 (6. 3) AGRE 2 = 0 一 致 浙 近 稳 ,， 
定 ， 如果 4 有 一 个 正 实 部 的 特征 值 , 则 解 一 0 RAE.. 
下 面 这 个 由 C. Olech 提出 的 例子 说 明 , 当 扰动 是 连续 的 ,并 且 
Ailez|>0 时 是 o(lx1), 但 是 在 ?=0 SRO BER BSE 
稳定 洗 形 的 维 数 可 能 增 大 . 令 62)( 一 "<z<co) 是 在 2 二 0 的 邻 
域 中 有 过 续 的 二 阶 导数 的 任意 函数 ，5&(0) = 所 (0)=0， 当 和 大 0 时 
Cv) 子 0, 又 当 |z|>0 时 Ee) +e l) =o(lel). MEHR, 令 
Pa pE MIRKE, —cocy<oo HOKE y) <1, 
y(a,0)=1, y (a, —a)=0, SROMHE 
向 一 一 mi (6. 22) 
By =a, — P(E Cw) 2E) El) Hrg (e)l. 
在 上 述 关 于 ,8 的 假定 之 下 , 我 们 看 出 扰动 当 ir10 时 是 oC1z1》， 
这 里 的 z 一 (zbza)， 此 外 ,2 一 外 a, = Sa Ele) mee 
《这 里 a 是 任意 数 ) 都 是 (6. 22) 的 解 ， 这 些 解 当 tc 时 趋 于 零 ， 
对 应 的 轨道 属于 z=0 的 稳定 流 形 ,显然 这 些 轨道 是 不 相同 的 ， 在 
Y 一 0 附近 由 初始 值 界 于 曲线 2 = 0.55 oy = F(a, OL 6.3) 之 间 的 
解 灶 道 组 成 的 遍 形 必然 也 属于 (6. 22) 的 解 zx=0 的 稳定 流 形 ,事实 
上 , 容易 说 明 拢 动 当 iz1~>0 MR oC le | X-MAS BEET 
包围 正 x 轴 的 锥 ， 使 得 在 *=0 附 近 任 何 辆 道 的 切 向 县 不 可 能 笋 
AT 和 轴 。 由 此 直接 产生 上 述 结 论 . 
OE EPa 


图 £63 


亚 . 7， 线性 周期 系统 

考虑 齐 次 的 线性 周期 系统 

=A(t)r, ACt+T)=A(), T>0. TD 

这 里 ACER + 的 连续 四 的 nxn 实 或 复 矩阵 函 数 ， 在 本 节 里 , 我 们 
的 第 一 个 目的 是 完整 地 描述 (7. 1) 的 解 的 一 般 结 构 。 

57.1. MRC A nxn BE detCHO, RATE BEB 
C=e?. 

证 明 ”如 果 书 是 非 奇异 矩阵 , HARE BR C= e, 则 
PICP= 7 2。， 国 此 , 我 们 可 以 假定 C 是 Jordan 标准 形 , AD 

C=diag(C), =, C3), 


Ci= hl + Ri 
O10 0 
001-0 

R= 
000-1 
0000 


RARR, 每 个 国产 0 4 = 1,2, np, WTAE, SUR BL ae 


国人 夕 这 个 最 定 仅仅 是 为 了 简便 ， 对 于 4(4) 是 周期 的 并 且 Lebesgue 可 积 的 情 
Æ, 如 果 要 求 在 一 个 Lebesgue MRA PHR AUIE (7; 1), 理论 也 是 对 的 ， 证 盟 
ETZIE. 
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VO 可 以 写作 C= e Aik, RNA RMI O =A +R, 这 
里 4 二 0， 如 是 与 上 面 的 R; 相同 类 型 的 矩阵 ; 特别 是 对 于 所 有 上 之 
m(m 为 某 整 数 ), R 二 0。 由 于 AHO,CH=AU+R/AD. 令 

B= (logd)I+8, 


ERSE- BPE ERR, TE TE log (1 + 4B HEI =—0 BERT 
级 数 中 用 R/A 代替 上 得 到 的 ， 由 于 6>m 时 R= 0, KAER 
问题 . 另 一 方面 , 在 e? 的 智 级 数 中 用 代 人 法 可 以 直接 证 明 C= e. 
引 理 证 毕 ， 

TATL MP EET Te +O SEABED, 证 明 存在 实 矩阵 
使得 e*=D?， 如 果 C 是 引 理 7.1 中 的 实 和 矩阵 ， 又 存在 实 拭 阵 忆 
使 得 o 一 0, 是 否 必 有 实 矩阵 也 使 得 C=D?? 

定理 7. 1. (Floquet), (7. 1) 的 每 个 基本 矩阵 解 X(t) 的 形 


RE 

‘ XO =P(t)e®', (7.2) 
这 里 的 PO) B 是 nxx EPE, PA A PCO+ TT) = PCO), 而 
是 常数 矩阵 . 


证 明 BIR XC. 1 的 基本 矩阵 解 . 则 由 于 ACR 
期 为 的， 和 公 十 匀 还 是 一 个 基本 和 托 阵 解 ， 因 此 存在 非 奇 异 矩 阵 
CRR 

X@4T) =XCEE. 
根据 引 理 7, 1, FEER BEA Ce?" HERB, & PCE) = 
(te 7, 则 
PEAT) =X(ELP) etn = X (ayer e = PCR), 
ERICK, 
Hib 7.1. FEE RE Ee, 把 (7. 1) 8 RH 
‘tabs 


方程. - 

证 明 假设 PC(#),B 由 (7, 2 定义 ， 在 (7.1) 中 令 z 一 如 也 
XF 的 方程 是 
. g=P"(AP—P)y. 

由 于 P= Xe”, jn P= 4P 一 PB, 这 就 证 明了 结论 ， 

习题 7. 2， 如 果 (7. 1 中 的 ADERE, XER PUHT) 
PO), 证 明 表 示 式 人 7. 2 中 的 吾 总 可 以 取 为 实 矩阵 ， 
so) 定理 7.1 说 明 (7. 1) 的 任意 解 是 形 如 e*p(t) 的 函数 的 线性 
组 合 ,这 里 的 (人 ) 是 1 的 多 项 式 ,其 系数 是 ! 的 局 期 函数 ,周期 与 
微分 方程 系数 的 相同 . 

BE XC). DAA, XU+T) =X), BAN 
SRA HEREC 为 {7, DAMIER, i SSH OE (BL BR 
(7. DARTER ERTL = ez 的 4 称 为 (7. DADE, 请 
往 意 特 征 指 数 不 是 唯一 确定 的 ， 但 特征 乘 数 却 是 的 ， 特 征 指数 的 
实 部 也 是 唯一 确定 的 , 我 们 总 可 以 取 指 数 A 作为 吾 的 特征 值 , 这 里 
的 百 是 任意 使 O=e”? 的 矩阵 .特征 乘 数 的 值 不 依赖 于 单 值 矩 降 的 
尾 殊 选 法 ;也 就 是 说 ,不 依赖 于 用 以 确定 单 值 矩阵 的 特殊 基本 解 . 事 
实 上 , 如 果 XEKE, XU +T) = 下 (#0, 而 了 (上 是 任意 
BIHER, WIE EAR AE REED Ee YC = XCD. F 
BVP =XE+P)D=X(HNCD=FE)D OD, FEYU 
SRR D™1GD， 另 一 方面 ， 彼 此 相似 的 矩阵 的 特征 慎 相 同 ， 

> RUTTER XT) AB TR, BY XC). 1) 
(3b ACIS REAR, X (0) =I, 

引 理 7. 2， 复数 和 是 (7,1) 的 特征 指数 ， 当 且 仅 当 (7. 功 有 形 
$e BVO +P) = PCE) AEE ALAR, 特别 , ,(7. 1 有 周期 为 了 
{或 2T) 的 周期 解 , 4 ae AE he + 1 G1), 

证 明 如 果 erp UHT) = OFORE. 1), Ew 
"00: 


7.1M, HE eaP) es, FH, PO)e” x 
[e?? eT ]a=0, WZ det (eë ten =0, :反之 ,如 果 有 由 使 
$B det(eë""— eI) =0, Wa ER 和 地 0 使 得 (e —e'T I) =, 
可 以 选取 (7. 2) 的 表示 式 使 得 4 ARE B HRE. MAFANA 
t, e”'z=e zo 而 POJ a= PCL) ace 是 所 要 的 和 解 。 最 后 一 个 
断言 则 是 显然 成 立 的 

引 理 7. 3… 如 果 p=", 2,20, n) 是 (7.1) 的 桂 征 乘 
数 , 则 


I pi=erp([ traces), 
(7.3) 
Saye ak trA(s)ds(mod 24 ax) 


amt 
证 明 假设 0 是 (7. DBR =!) He i E. 
WS 1. 5 推 知 
， det@=detX(T) =exp(f traoa). 


现在 从 特征 乘 数 与 特征 指数 的 定义 便 可 直接 推 得 引 理 的 结论 。 

定理 7.2，(i) 系 统 (7, 1) 一 致 稳定 的 必要 充分 条 件 是 (7. 了) 的 
特征 委 数 的 模 <<1( 即 特征 指数 的 实 部 所 0) 且 模 =1( 即 特征 指数 的 
实 部 二 们 的 乘 数 有 单 初等 因子 . 

Gi) 系统 (7. 1) 一 致 浙 近 稳定 的 必要 充分 条 件 是 (7. 1) 的 所 有 
将 征 乘 数 的 模 一 1( 即 所 有 特征 指数 的 实 部 一 0)， 如 果 是 这 种 情 
形 ,而 X(t) 22 (7. 1) BOSE, 则 存在 KO, a0, 使 得 

IXA) | Kens, toes, 

证 明 RAE. 1, 这 个 定理 的 证 明 实际 上 与 定理 4 2 
的 证 明 相 同 ， 

乍 一 看 来 , 线性 周期 方程 似乎 与 常 系数 线性 方程 同样 简单 . 然 
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而 , 它们 之 问 有 很 重要 的 区 别 一 一 只 有 在 知道 (7.,1) 的 解 以 后 才能 
确定 特征 指数 , 而 且 在 特征 指数 与 矩 降 4( 纺 之 间 没 有 明 最 的 关系 . 
下 面 这 个 例子 说 明 不 能 用 垂 阵 4(#) 的 特征 值 来 确定 解 的 渐 近 
性 志 。 

例 7,1。(Markvus 与 Yamabe[1]) 如 果 


~14Scostt 1~eostsint} 


2 
ACL) = | (7.4) 


~1-Zeinteost 1 in 
则 4() 的 特征 值 是 42)=[ 一 1 二 iV]14, A=), 特别 它 
们 的 实 部 是 负 的 。 另 一 方面 , 可 以 直接 验证 


(—cosé, sinayexp( 5) 


ÆT. D5 ACE) Bi (7. 4 给 出 时 的 解 ,此 解 当 boo 时 无 界 ， 一 个 
PERRE e, AFO 3) 草 含 着 乘 数 的 乘积 等 于 e-"， 故 另 一 乘 
数 是 e 2. 

确定 线性 周期 系统 的 特征 乘 数 或 指数 ， 是 一 个 极为 困难 的 坷 
题 .除开 对 纯 量 的 二 阶 方 程 ,或 较 一 般 地 ,对 于 Hamilton 系统 与 
典型 系统 以 外 , 所 知 极 少 , EEEE ede 十 z 旬 (7 的 系统 ,这 
Ee 是 小 参数 , ALTE, 而 * 是 高 手 二 维 的 向 量 ， 要 确定 它 
的 特征 乘 数 也 极 困难 ， 呈 现 出 尺 人 的 特性 ， 在 后 看 的 一 章 中 将 用 
例子 说 明 这 一 点 . 


H.8. Hill 方程 
EREE, 我 们 比较 详细 地 讨论 Hil 方程 
G+ (o+d(t))9=0, $+a)=9(0) BD 
的 稳定 性 ,这 里 的 a 是 常数 ,%( 总 是 实 的 连续 国 数 ， 实 际 上 ,如 果 
5 是 可 积 的 与 有 界 的 , 理论 并 没有 改变 , 但 在 这 种 情况 下 ， 我 们 必 
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须 说 方程 是 几乎 处 处 满足 的 . 

我 们 的 终 赔 目的 是 描写 使 方程 稳定 的 参数 4 的 值 的 特征 ， 由 
上 一 节 推 知 这 等 价 于 确定 (8. 1) 的 特征 对 数 作为 a 的 函数 的 定性 
结构 . 

方程 (3. 1) 等 价 于 系统 


二 [oO+4D， aD 9 ol 


$1) 0 
= 人 > (8. 2) 
co 
假设 
nett MO ML ros an 


是 (8. 2 的 在 ! =0 的 主 矩阵 解 . (8. 2) AREER Ra BE X, 
的 特征 值 ; 也 就 是 说 , 是 方程 
det(X(x)— pl) =0 
WWR. BF tr[C(a) +4(#)]=0, 由 (7. 3) 推 知 特征 乘 数 是 方程 
p?—2B(a)pt+1=0 (8. 4) 
的 根 , 这 里 
2B (a) = tr X(a) =y (2) + HC), 
Ye 是 (8.1) 的 卡 已 定义 的 解 。 根 据 第 一 章 ， 函 数 B(a) 对 参数 a 
是 连续 的 . 
鉴于 引 理 7. 2 与 (8. 4) 中 乘 数 pi, Pp: , 满 是 op:= 1, 方程 (8. D 
仅 当 |p11=|1pz|=1 时 稳定 。 下面 这 个 引 理 说 明 如 果 & 是 复数 ， 
就 不 会 是 这 种 情形 、 
引 理 8. 1， 如 果 a BHR, ImaH0, 方程 (8. 1) 不 稳定 ，(8.4) 
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BH ST — EEK. 

证 明 ”如 同上 面 说 明 的 , 仅 当 (8. DHA RERRNRE— 
的 时 候 , 它 是 稳定 的 因此 ; 如 果 我 们 说 明了 当 是 复数 时 ， 没 有 
特征 乘 数 的 模 等 于 一 ， 这 就 证 明了 引 理 . 如果 有 个 特征 乘 数 的 模 
为 一 , 则 由 引 理 7. 2 推 知 (8.1) 必 有 形 如 e™*'p(#) 的 解 ,这 里 的 4 是 
KÆ, m pHa =p. mÈ ec pli)=ut+iv, a=at if, 
u,0, 4, P EB, Ml 

&+[e+ (4) ]u= fo, 

#+[a+4(é)]o=— pu. 
这 意味 着 

ity — bu = fu? +o), 
而 通过 积分 ， 
Bf; Ipc) teas g | Cu Ce) +o (e) Jas 
=a t)o G) ilt )ult}+e, 

这 里 c 是 常数 。 由 于 右边 对 所 有 { 有 界 , 而 了 是 局 期 为 的 函数 ， 
除非 如 =0 或 ?一 0, 否 则 便 产 生 了 矛盾， 这 便 证 明了 引 理 . 

引 理 83.3. 方程 Bo)=1 只 有 实 解 、 BCa) =1( 或 一 1) 等 价 
于 说 (8. 2) 有 周期 为 x (或 2x) 的 周期 解 。 如果 a 是 实数 , 则 Ba) 
<1 意味 着 C8. 1) 的 所 有 解 有 界 ,并 且 在 (一 ce, =) 上 是 拟 周 期 的 .， 
如 果 a ERKE B1, 则 (8. 1) 有 无 界 解 ， 

证 明 30M Ro. pı È o=BO)+/R@—1) a= 
B(a)—./B*(a) 一 I。 如 果 Ba) =1, 8 p= pz 一 土 1, 并 且 由 引 理 
7.2 产 生 了 关于 周期 解 的 论点 ， 根 据 引 理 8. 1， 这 党 味 着 Ba) 
二 1 具 可 能 有 实 解 ， 如 果 a 是 实数 , 则 Bla) RRHH B (a) at 
等 价 于 pl = Fz, Pit Pe [pil=1, 由 引 理 7. 2 推 知 存在 着 两 个 线 
性 无 关 的 拟 周 期 解 。 于 是 每 个 解 是 拟 半 期 的 如果 Bl, 则 
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— PEERS 1, 另 一 个 之 1。 利 用 定理 7.2 可 完成 引 理 的 证 明 . 

引 理 8.145 8.2 意味 着 (8. 1) 决 不 可 能 是 渐 近 稳定 的 ， 在 继 
续 下 去 的 讨论 中 ,参数 a 取 为 实数 ， 如 果 对 于 区 间 了 的 每 个 a 方 
程 (8. 1) 是 稳定 的 (不 稳定 的 ), 就 称 了 是 (8. D 的 稳定 (不 稳定 )s 区 
fl, 从 引 理 8.2 得 知 , 只 有 在 满足 瑟 (a) =1 的 a， 才 可 能 发 生 由 
稳定 a。 区间 向 不 稳定 4 区 间 的 转移 ， 因 过， 基本 问题 是 找 满 足 
Br(a) =1 的 4, 并 讨论 函数 B(q) 在 这 些 值 的 邻 域 里 的 性 质 ， 下 面 
的 定理 8.1 定性 地 描述 了 (8.1) 的 稳定 a KRST E a E RE 
RB LAUER, 下面 诸 引 理 导致 这 个 定理 的 证 明 . 

引 理 8. 3， 如 果 对 所 有 #E[0, eI] a+) <o, RICA 
ERR. mR 4 十 $( 引 还 不 恒 等 于 零 , 则 B> 

证 明 与 前 面 一 样 , 设 如 (0 是 (8.1) 的 满足 71.0) =1, y0) = 
0 的 解 , 又 令 92) = — Cat paN My EHO, M.D) 


TORTOLA (8.5) 


对 所 有 POR HF CO =1, $ j0) = 90) 9 00, F 
AER OS EAS, MR A tS 0 Ag) =9, 
则 (4)=1 是 (8.1) 的 解 ， 这 意味 着 对 所 有 有 at+$《#)=0, 反 
之 亦 然 。 在 这 种 情况 下 , 由 于 y(t) =) 是 解 , 故 方程 有 无 界 解 . 假 
Cats ORESTE, Vn 是 这 样 的 ， 对 于 Otn A yl) 
=0, TOM FER 0, ACO, ote) EB AG) HO, AD n 
总 是 存在 的 ， 可 以 取 r ieh DB Ostr it gifs) 0, 由 
F (a) 0, AG DERE Mm ntr) Ep0, (8. 5) 的 右边 
是 上 的 非 降 函 数 ， 因 此 对 所 有 bn ACE) =O, HA AGE? 
>n) LEAN, BIS tent >a 


， 
n(ty~14+f ge)ds 
145 。 


=l + wde>l + nr) 
由 于 及 (9 十 本 0， 这 说 明 妨 (六 无 界 ， 也 就 证 明了 引 理 的 第 一 
部 分 . 
为 证 明 引 更 的 第 二 部 分 ,我 们 首先 回忆 ,我 们 刚才 已 证 明 对 所 
有 上 有 ADSUB RE, SRC. WAR 00) 
= 0,92(0) =1 BORE OG), PRB ORAE 


GC) =1+2[" ys)h ed, 


hF ¥(s)>0 AREST 零 ， 得 知 加 (xr)>>1， 因 此，28(4)= 
NiCr) +y) 之 2, 引 理 证 毕 . 

引 理 8.3 WA, 如 果 要 (8,1) 的 解 保持 有 界 ，4 十 $$( 引 必须 取 
REEE HTOAR, BE a* HR atp FEBS 
1, 且 方程 (8.1) 对 一 cp 一 0 一 a* 不 稳定 ， 下 面 我 们 说 明 不 稳定 a 区 
闻 是 上 有 界 的 . 

318 8,4， 函 数 B(a) 一 1、B(a) +1 分 别 有 无 穷 多 个 实 零点 
{0 全 当 上 > 时 .a$ BF 
+e, 

证 明 ”我 们 现在 来 说 明 B(o) 是 172 阶 的 整 函数 ， 即 : Ba) 
BP SER, HAM FE Re>0, 4 lal>co 时 有 |B(o)1 
x exp[|a]—<"'/7]>0, 又 对 于 e<0, |B(a) exp }a[-"'?] EER 
的 。 由 于 任何 分 数 阶 的 整 函数 必 有 无 穷 多 个 零点 ， 推 知 函 数 
Bla) 一 1.B(a) 十 1 必 有 无 穷 多 个 零点 ， 由 引 理 8.2 得 知 这 些 零点 
是 实数 ,零点 的 唯一 可 能 的 聚 点 是 +00, 但 由 引 理 8 .8 后 的 说 明 ， 
推 AR ABE +20, 

如 果 X (4H (8.3) EX, Mi 

X(t) =1+]" [C(a) + ACs) ]X(2)de. 
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用 (CTX) (8) 来 记 这 个 积分 方程 的 右边 ， 又 定 MBF AO 
X1, X*0=TX®, k=0, l,e, FA XOR a HERK. E 
设 a BTRRV, Cee RU A, Wie e" hE RERE 
AIRE CLS 445), MIE AF XO (I) = XE, a) WF EU, 
aEV — Bk A XC)= XC a), Bie Xe) eo 的 整 国 数 ,并 
A Bla) 是 @ 的 整 函 数 . 

为 了 证 明 阶 的 关系 , 4 oa, IEC. 2) HIE AC) 当 作 强 
迫 国 数 来 考虑 常数 变易 公式 .如 果 9.9 定义 如 上 , M 


Deos0t =| orsino(s —s) $s)y C3,0)ds, (8,6) 


g(t, a)=o inot — [07 sino(t—4) 6(s)22(0, a)ds. 

由 于 § 0, [ol Itt, lo sinet |<e'*", | cosas | <e''"", 
知 0<st<sr 时 

上 (Ge 二 el" ysa) |ds, $= 1,2, 
其 中 的 有 是 上 的 一 个 上 界 ， 如 果 a= e e G, a) a 

2(D EI1+ KL ss)ds 
由 Gronwall 不 等 式 推 知 OKKA htiel ei, 因此 0<t 
<a lga) Kete, BF GE 
tilt,a) = cost —| cosas —a) G(s)ya(s, adds, 

BUNA aE ERB L 使 当 0<ti<r Mhig, a) |< Lele", Bek, 
Ba) HB <1/2, 

As TEAR > 1/2, 假设 对 所 有 上 有 OC) <1, A A, 
事实 上 , 我 们 总 可 用 4 一 型 一 1 代替 Oot M+1 Reo, 2B 
MEO) (RF, BHT 取 a0 以 致 5 =ip, 4 之 0, 当 a<0, 


OCS —1 时 ,在 引 理 8. 3 的 证 明 中 已 说 明 ?0 时 六 (四 二 1 
了 AT ， 


Ha>, WETER, — dC) 1 及 (8.6) 推 知 


tt, > coshu(é—s)ys(s,a)ds 


>f’ coshuct—sdds 

_ sinhpe 

sintet, 

mG Bt ALO, lA At, yG, a> (e—1)/av+1, AF 
d(x, a) S0, Bn Ba) BYR z 1/2. 这 就 证 完了 引 理 ， 


引 理 8.5. mR b Æ Ba) =i 的 使 B (6) 和 5aB6)fdb<0 的 


WARM bcoce* 上 Bla) >—1, 在 这 个 区 间 上 就 有 (< 
0， 如 果 ?是 (a) = 一 1 的 使 B80*) <0 的 根 ， 则 只 要 在 be<e 
<e 上 Bla) <1, 在 这 个 区 间 上 就 有 (a) >0, 

证 明 UEXC.a) 一 X(0 如 (8，3) 中 所 定义 .从 引 理 1.5 知 ， 
对 所 有 # 有 detX(4)=1, 于 是 

_ hO a(t) 
x o| EG ral 

又 根据 定理 1.3.3 与 线性 系统 的 常数 变易 公式 ， 


oka) 一 和 Co) [ xe, ax, ods, 
这 里 的 CCq) 是 (8.2) 中 的 矩阵 ， 于 是 


ze- 0 o] 
aa -1 of 
同样 可 得 
2X (t,a) * aC (a) IX (s,a) 
See a=2KG. fx 1s, E Ada, 
根据 B(o) 的 定义 , 这 些 关 系 式 意味 着 


2B'@)= (0-6) | yas —B | as tal gids, (8.7) 
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B" (amaf y ds E Masti ads 
-| Bas, 
这 里 为 了 记号 简便 ,已 令 a=a(o) =y (x, 0), B= Ba) = 加 (ma)， 
8 一 &(G) =H Cta) =À gla, a), AVERT t, detX C) 
=1 这 一 事实 , 我 们 得 
4(B? -1) = (a+) —4 (ab — Ba) = (@—A)* +448. (8.8) 
” 假设 5 使 得 BO) =1 与 8'(5) 0， 我 们 要 证 明 存 在 4>0， 
ER b<a<b4+ ht B’(a)<0, mR B'(8) 二 0， 这 样 的 5 显然 存 
在 .假设 B'(b)=0, Bib) =1 ,定义 
加 ` 1, 2>0, 


ih (8.7), (8. 8) sa 
[Ela ytseal) ply de~0, 


PE 0<s <a Bf |b] yoo) + sgn (@—A) |B) 91 (8) = 0, HF, 

如 线性 无 关 ， 得 &=0， 这 个 事实 连同 (8. 8) 5 BO) 一 1 意味 着 % 

=f, 由 于 B'C5) =0， 由 关系 式 (8.7) 推 知 8 一 0，detK(r) 二 1 这 

一 事实 又 意味 着 «= 一 1， 又 在 (8.7) 中 直接 计算 与 作 分 部 积分 ， 

得 

BQ) =( ras 了 一 es stas, 

由 于 函数 加、 如 线性 无 关 ， 从 Schwarz 不 等 式 得 知 BG) <0, W 
此 ,必然 存在 6>0 使 得 5<a< 二 5 十 6 时 BYa)<9, : 

现在 假设 存在 c*, 使 得 85-<a<o* 时 B'(a) <0 M B (e) =0, 

H Blct)>—!, 则 Bei 一 1<0， 而 由 (8. 8) 得 知 d(c*) P(e*) 

ijo 


<0, MINA aCe") £0, (8.7) 508. 8) A Bi 


Me 一 2 
| 2B'(a)~ {seni f" (lâl 2y (sen aatan ) 
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HERE ea) 40 fo 成 立 ， 由 于 B(e*)<1,a(e*) +0, 显然 有 
Bi (ce") 坟 0, 这 是 一 个 矛盾 这 就 对 也 (8 一 1 的 情形 证 明了 列 理 . 
用 实质 上 相同 的 方式 来 处 理 BO) = 一 1 的 情形 ， 就 完成 引 理 的 
iE AR, 

在 和 这 个 引 理 证 明 的 中 间 部 分 ,证 明了 下 述 关系 . 

引 理 8. 6. 如 果 对 于 特殊 的 9 有 B205)=1、B'(5) 二 0, 则 BO) 
二 1 kt B” (b)<0, B(b}= — lik} B''(b)>0, 9, B87(8)=1 的 根 
景 多 是 二 重 的 ,8 是 二 重要 的 必要 充分 条 件 是 

Ym b)= ġa, b)=1, Gn, d) =y, 68)=0. 

引 理 8.7， 如 果 qo 是 方程 P(e) =1 的 景 小 根 , 则 ao EAR, 
县 BCao)<0. i 

证 明 根据 引 理 8.3, Yama 时 Bla)>1, Api m 是 Bla) 
二 1 的 二 重 根 , 则 引 理 8. 6 将 意味 着 它 是 极 大 值 点 ,这 是 不 可 能 的 . 
定理 证 明 完毕 . 

E 把 上 上述 诸 引 理 中 的 知识 综合 起 来, 我 们 得 到 

定理 8.1， 存 在 两 个 实数 序列 {40<o1 志 go} 与 人 0 二 < 

a} <e}, 3 b> 00 hj ap, af >00, 
acar xij èa <a,<at Ka CRK, 

使 得 (8. 12 有 最 小 周期 为 了 (或 ARR, SURATA 
k=0,1,2, e A a=m (EAF k=0,1,2, A asa), D 
(8.1) EE fal 


Gy, oF), (OT 541), (42,43), (at, as), ee 
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上 稳定 ,在 区 间 

(一 ceao] CaP a), Can a2), Caf, 7), (03,04), 0 
上 不 稳定 ， 方 程 (8.1D 在 Oona: 或 Gay: afe 或 地 rr) 是 入 
定 的 , BBM drsi = O24 42 ag =r) ke, MR aE 
数 ,方程 (8.1) 总 是 不 稳定 的 . 

TA ”我 们 首先 注意 ， 如 果 a 是 复数 ， 则 (8.1) 不 稳定 (3 引 理 
8.1)， 引 理 8. 4 意味 着 存在 两 个 无 穷 序列 {a.}, fof}. SIH 8.3 
HEM ay oo, AISLE 8. 3 与 8.7 HERB? (a) =1 的 第 一 个 零点 
是 oo, EAB, (— 99, 90] 是 一 个 稳定 区 间 ， 如 果 方 程 (8. 1) 4 ot 
RE, MBa) = 一 1 将 以 中 为 二 重 根 ， 引 理 8.6 将 意味 BE of 
取 极 小 值 ,于 是 引 理 8.5 意味 着 of = at, mÈ arcat, WY ata 
aca Mt B(o)<—1, 由 引 理 8.2 Hein Cat a}) 是 一 个 不 稳定 区 疝 . 
引 理 8.5 Bk ofa, 而 用 归纳 法 进行 讨论 便 得 出 定理 , 

PRES 8.1 是 函数 B(a) 可 能 有 的 一 个 图 象 . 

B® 


前 面 对 (8.1) 的 通 解 的 分 析 已 经 说 明了 对 于 给 定 的 a 与 #$ 很 

难 决断 (8. 1) 的 解 是 否 有 界 , 另 一 方面 ， 通 解 理论 又 指出 了 决断 这 
个 问题 所 必需 的 计算 ; 也 就 是 说 , 要 确定 a 的 这 样 一 些 特殊 信 ， 对 
于 它们 方程 有 局 期 为 < 或 2x 的 解 ， 还 要 确定 对 应 于 这 些 值 的 线 
-pie 


性 无 关 解 的 个 数 . 
《8,1) 的 一 个 很 重要 的 特殊 情形 是 Mathieu 方程 


dy 2 _ . B ` 
at +2gcosar)y=0, (8.9) 


这 里 030.0, 是 实 常数 .对 于 Mathion 方程 ,为 保证 稳定 性 , 我 
- 们 可 对 系数 给 出 某 些 明 确 的 条 件 ， 如 果 令 or=2i, Mathieu HE 
等 价 于 


+ (=Y +Ēgeos2r)y=0; (8. 10) 
ERE. 1 4 a= (20/0), d= (80/0) cos2t 的 特 萄 情形 . 让 我 们 
在 4 近似 于 0 时 研究 它 . 特征 乘 数 的 方程 是 
p*—2Bp+1=0, 
XE B=Blo,g,@) OQ qo”! 的 连续 函数 ， 当 &=0 t, (8, 10) 
的 主 钨 阵 解 是 


cost L sinti 
2o 加 
Z=] a 2 
-5 sin 2z, cos 24 
o 


因此 BO, 0, a) = cos2ae/a, Han 2o tkol Ñ a#k?], k=0,1, 
2,…， 则 B(o,0,0)<1, FERTEEME 20 +ko Ho Fo, 
存在 4=g(o,@) 使 得 BB(o,g,@) 二 1， 而 且 方 程 (8.9) 稳定 ( 引 理 
8. 2)。 在 图 8.2 中 指出 了 在 (0?,g) 平 面 内 的 稳定 性 区 域 . 


Da 
图 8.2 


可 以 用 下 述 方式 给 这 个 稳定 性 结论 以 非常 几何 式 的 证 明 。 如 
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E ou Pz 是 (8.9) 的 特征 莱 数 ， 则 由 于 p= l, pr’, pz! 也 是 特征 
eM. Ue, WF 0,9, ORM, Ary Phe. 因此， 如果 
9= 0 时 or A» ol = Fool =1, Mg FES NI sR CE FE 
续 国 数 也 有 loil =| 021 =1, E et ps 

BRE(8. 9) 当 0? = (ko/2) (k 为 整数 ) 时 是 否 稳定 ， 是 极为 
困难 的 ， 在 后 面 有 一 之 里 将 讨论 可 用 于 此 问题 的 解析 方法 。 对 于 
方程 (8.9)， 实 际 上 可 以 证 明 在 任何 点 《0, [ko /2]?) ( 为 整数 ) 的 
任何 邻 域 里 ,总 有 (4, 0) 的 值 使 得 (8. 9) 不 稳定 . 

在 文献 中 有 许多 关于 用 (8. 1) 中 的 函数 a+ (+) 来 估计 定理 
38. 工 中 的 稳定 性 区 域 的 结果 ， 我 们 可 举 出 Borgi] 关于 第 一 个 稳 
定 区 域 的 定理 , 它 是 Liaptnov[ 匡 的 结果 的 推广 ， 

定理 8.2. 如 果 对 所 有 上 有 p(t + x) = p(t) 0, pC AER, A 


. af Ipc ass, 


则 方程 
` ü+pam=0 (8.11) 
的 所 有 解 在 (一 ,ce) 上 有 界 . , 
TER ”只 需 说 明 (8.11) 没有 实 的 特征 乘 数 便 行 了 ， 如 时 (8. 
11) 的 特征 乘 数 P 是 实数 , UA SEAR u(t), “ERAT EWE ule + 
n)=puli). 或 者 对 所 有 有 (让 站 0， 或 者 U1) 有 无 穷 多 个 零 
点 , 相 过 的 两 个 零点 o.5 满足 b-aon. 在 前 一 种 情况 下 , w(x) 
=pu(0) ,Gz) = pd0), Hi a (a) [u(r) = 0 (0) fu(0). 由 于 /y+ 
2 一 0, 通过 分 部 积分 得 
[dat f poo 
按照 对 ?的 假设 ,这 是 不 可 能 的 ， 在 第 二 种 情况 下 , 我 们 可 以 假定 
Hact<b Lali)>0. Sule) =max/u(t)|. 由 关于 五 的 假设 ， 
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推 知 对 任意 a, AE la, b) 有 


全 [pte de> iI ait 


ace laa 


Pal, zgo =M. 


根据 中 值 定理 , FE a 8 ER ale) =ule)/ (e—a), —#(8) =u(e) 
/十 一 0), ATRA 2y, deys @t+y)?, AZ 
4 1 1 b—a 4 4 
E3 > 二 55 一 (c—a) xe baa E 
ATA ERRE BH, ARREST. 
FABL 考虑 


#+[a—2¢8(é)]u=0. (8. 12) 


这 里 
siy={* 1, -#/2<t<0, 
1, O<t<n/2, 
对 所 有 上 有 S( 十 z) 一 人 (引证 明 在 (a:9) 平 面 内 的 点 (ao-0) (ao 
>0，cosxwao = EDAD ARES EA, EEC. 12) 
有 无 界 解 ， 提 未: 如 果 e>|2@),2?=a+29, e*=a—2¢, DEM 
4= (pl+ pa)12 由 
Aah (+n? cos (s +r) 一 (8 一 了 4 oo 各 Ge 人 | 


给 出 . 


H.S. HERRA 
考虑 系统 
&=Alt)a, AGT) =A), —coctcoo, (9. 1) 
EF ADRES RR nxn ME, THO 是 常数 ， 如 果 对 干系 
统 (9. 1) 的 每 个 特征 乘 数 p, 数 p 也 是 特征 乘 数 , 按照 Liapunov 
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的 叫 法 , (9. 1) 就 称 为 相反 系统 ， 如 果 ARR, ERRERA 
HEI FF ALIN PEAR ETE BOK BE P ' BERERE, (O. 1) 
就 是 相反 系统 ， 令 A 记 这 样 的 Banach 空间 , 它 的 元 素 是 一 一 
too 上 的 连续 的 实 值 或 复 值 &x# 矩阵 函数 ACE), AGE T) = 
ACL), 范 数 141= sup AGD). ® 


如 果 od 中 的 4 是 相反 的 , 则 定理 7, 2 意味 着 (9. 1) 稳 定 , 当 且 
仅 当 (9. D 的 所 有 特征 滋 数 有 单 初等 因子 并 且 模 等 于 1， 因 此, +A 
ERAO 1) 的 稳定 性 等 于 在 〈-- =, ce) 上 解 的 有 界 性 ， 当 (9. 1) 
的 所 有 解 在 (一 号 , *) 上 有 办 时 ,我 们 将 说 (9. 了 ) 在 (一 oe,0%) 上 稳 
如 果 存在 5>0, 使 得 系统 
e=BCt)a (9. 2) 

PAB BR LA B| <6 thy BE, 在 (一 =, >) KE, R 
们 令 Bot Wot HE (9.1) BARE ARE, 

引 再 9.1. 如 果 4 在 多 中 ， 又 po= polA) (ool =. 1) 
的 单 特征 乘 数 , 则 存在 bo>>0, 使 得 对 于 他 中 每 个 满足 14 一 B1 < 
3p 的 B, 系统 (9,2) 有 单 特征 乘 数 oo(B)，| pn(B)| 一 1 

证 明 BAEBAN, i po= 9 ADR (9.1) HB HE IE HR 
数 ，ipo| =1， 由 公式 (1. 11) 推 知 (9. DE Xa C0) =T 的 矩阵 
解 是 .内 4 的 连续 函数 ， 特 别 地 , (9. 1) 的 特征 乘 数 是 内 4 的 韦 
续 函 数 ， 因 此 ,在 复 平面 内 存在 半径 为 e(e>0)， 中 心 在 po 的 加 
EDO), LEE 机 >0， 使 得 对 于 Bol 中 所 有 满足 14 一 B 一 3， 
的 B, (9.2) — PRERE oo (BYTE DD.(po) 内 ， 由 于 (9.2) 是 


D 和 如果 4 不 是 连 续 扩 数 , 仅仅 Lebesgue 可 积 ， 则 下 面 的 结果 当 
141= la hes 
时 正确 . 
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RRR, BB) TEE, BERRE oB) |< 1, g 
则 B07!(B) = po (B) / | 00(B) |? #90 (B), 另 一 方面 , 1po(4)|=1 的 
假设 意味 着 B071(4) = pA), 而 根据 po(4) 在 4 内 的 连续 性 , 我 们 
可 以 求 得 cdo Bf hy BBE | AB) <8. BY, pa BY, 
po(B) 属 于 了 .(oo). 这 意味 着 当 Bot 中 的 召 满 足 A-B <ð, 
时 |po(8)|=1, 引 理 证 毕 ， 

EHRL WRAAE Beh, 又 (9. 1) 的 所 有 特征 乘 数 是 不 相 
局 的 , 并 且 模 等 于 一 , 则 4 是 强 稳定 的 . 

证 明 从 引 理 9. 1 与 周期 系统 解 的 Floquet 表示 ， 直 接 得 到 
本 定理 . 

引 理 9.2. 如果. 以 中 的 4 是 实 移 ,又 存在 一 个 n xz ERRE 
BE D, 使 得 或 者 

G) DAE) = —AC—#)D, 

或 者 

(Gi) DAG) = -A'G)D, (4 ZARB, 

则 4 也 在 St 内 ， 在 情况 (i) 之 下 , EIR XOMBA ERE 
X71) DX(4) =D, 而 在 情况 (ii) 之 下 , GRR XCD) =D, 

证 明 FX) (XO)=D 为 (9.10 的 矩阵 解 ， 如 果 了 () 
《了 (0) 一 了 o) 是 伴随 方程 y= 一 94( 纪 的 ※xn% 矩 阵 解 ， 则 对 于 所 有 t 
有 Y 了 (DXC)=Yo. 

f(D). 如 果 DA = —A(— OD, MPC) =X NDR 
足 伴 随 方 程 , 事实 上 ,六 (1) =— HNDE HA(~ 8) D= 
=X EDAG) = —Y (HAC). Bu, XH 4) DX(1) =D, E 
意味 着 对 于 所 有 的 X5 X(— OL mE XPE”, 
则 PC0) 一 工 且 . XCs) AAW X(— 8), kM E det(e?*— pr) =0 
5 det(e7?? — ul) = OFA, TR, AI, EAA 
THR, 
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情况 (二 如果 DAC) = -A (DD, BY CE) = XC) D EE 
方程 的 解 ， 事 实 上 ,了 = 广 DX'4'D= 一 了 DA= 一 了 4. 于 是 对 所 
ACA XS (ODXCQ=—D, W XOARA tia FA'E. 
剩 下 的 论证 像 情况 (i 那 样 进 行 . 
”最 重要 的 相反 系统 是 Hamilton 系统 ; 即 系 统 
Bi=H(i)e, (9. 3) 
这 里 的 五 = 五 是 实 的 周期 为 了 的 2k x 2b 矩阵 ， 
on 
rl, oP 
if 1, exe ARR hF B= In E =E, 系统 (9.3) 是 C9， 
1)4 A= —EH B EA=H = H'=A'E' = —A'E RE, aF 
这 是 定理 9.2: 的 情况 (ii) MRE D=E), PAA (9.3) 是 相反 
RH. FFA, (9. 3) 的 满足 X(0) = 了 的 矩阵 解 XC 
X’OQ)EX(1)=8. (9.4) 
满足 (9. 4) 的 所 有 BRM ROR ORE AM ERA 
E EXIBEM. 
一 般 的 复 相 反 系 统 类 包括 典型 系统 
k= HGe (9.5) 
这 里 的 吾 是 周期 为 的 Hermite 4E (Ht H*=H, 这 里 的 H” 是 
H hk ERE ERO T 
J= [y i } i=/ i. (9. 6) 
HTPAATARARRA, &XG)(XO=DHO.5) 的 主 
矩阵 解 ， 则 4= 一 J 五 是 (9.5) 中 的 系数 矩阵 ,而 且 


FXOIXC) =—X*(DH*ON JXU) 


X(THOGE KC) =, 
"1970 


E XC) FRU) EAE, AT X(0) =J, RATA — H t 
X" (TX HS. (9.7) 

于 是 也 (7) 相 似 于 X*…!《P)， 结 论 就 直接 出 来 了 ， 满 中 (9,7) 揭 逢 
阵 称 为 J 么 正 焦 阵 ， 请 注意 么 正和 矩阵 是 非 奇 异 的 - 

由 于 下 述 理由 ， 系 统 (9. 5) 包含 系统 (9. 3) 作 为 特例 。 任 意 两 
个 具有 相同 的 特征 值 并 且 重 数 也 相同 的 全 Hermite 矩阵 4. 了 3 是 
么 正 等 价 的 ; 也 就 是 悦 , 如 果 4*== 一 4, B* = —B, WEEER U, 
使 得 UU=00*= 了 ,并 且 UU =B， 如 果 再 有 4 与 8 都 是 实 的 ， 
则 存在 实 乏 正 ( 正 交 ) 短 阵 ,使得 040 =B: hFEEP Hemi- 
te 矩阵 , 它 前 特征 值 ; 是 重 的 ,存在 一 个 么 正 甜 阵 U, 使 得 UBU* 
=J ,这 里 的 了 在 (9.6) 中 给 出 ,其 中 p=&=k. 如 果 我 们 令 4 一 0"y， 
则 C9.8) 变 换 成 (9.5), Je AR UHU. 能 达 此 目的 一 个 抵 
BUR 


ap i 
一下 it, L } (9.8) 
(9. 5) 的 一 个 特殊 情形 是 二 阶 系统 
+ Out P=0. (9.9) 


这 里 的 w 是 上 维 向 量 ，8 是 常 矩 阵 ，Q”* = 一 QP*( 人 =P(D)= 
PUTT). 事实 上 , REO 9) 可 以 写成 形式 
Ke= H(t), 


-@ -IN 0 
[th Lie ao] 
存在 着 非 奇异 的 Hermite 矩阵 P， 使 得 PKP*=J, Tie He 
z=P*y 把 (9. 9) 化 为 (9. 5) 的 特殊 情形 . 
引 理 9.2 的 情况 (iD 表示 了 系数 矩阵 AG) 的 某 种 奇偶 性 为 
说 明 此 点 ， 考 虑 二 阶 和 矩阵 系统 
3 


t+ P(tu=0. (9. 10) 
REH PUTT) =PO EXE RE, ES iF 2k Br 
系统 
. 0 Ix 
#=A(t)e, aol pe) 0 | ; (9. 11) 
如 果 P= Pa) C9, R= 1, 2) 是 这 样 的 分 块 矩阵 ，P E rx r 矩阵 ， 
Pw 是 sxs E, PaG)=(—1) Palt). 则 《9. 11) 是 相反 
系统 ， 束 实 上 , 令 D= diag(I,, 一 一 了 ,TD)， 则 适合 引 理 9 2 的 
情况 (D. 
更 加 特殊 的 相反 系统 是 
ü+Fu=0, 
F=diag(oĵ, =, 03), o;>0. 
矩阵 下 是 局 期 为 任意 的 周期 函数 ， 对 于 任意 了 0 (9. 12) 的 特征 
REE 025-1 Poss Paj-1= 17, F=1, 2, =, Re STE A HAL 
m SARS 
2¢;#0(modo), oj;bo,#0(modo), j+k, (9. 13) 
这 里 的 了 = 2n/o. AZ, WRO 13) 被 满足 ， 由 定理 9. 1 推 知 存 
在 6>0, 使 得 ， 只 要 B 在 各 -x 内 , 且 


(9. 12) 


0 I 
1B—Al<6, 4-| op H } 


又 下 如 (9.12) 中 所 定义 , BCS. 人 的 所 有 解 在 (一 oo, oo) 内 有 界 . 特 
别 地 ， 如 果 钙 ( 莫 = 号 ( 二 下) 是 对 称 的 或 满足 上 面 提 及 的 奇偶 性 ， 
又 (9. 18) BEE, MEE o> 使 得 系统 

+ (F+ e@(t))a=0 (9. 14) 

的 所 有 解 对 于 一 切 满足 |z| <e kye Eo, co) OA. 请 比较 
这 个 结果 与 在 第 8 节 末 关 于 缉 量 二 阶 方程 的 结果 . 

如 果 (9. 13) 的 某 些 条 件 不 满足 ， 就 很 难 决定 是 否 存在 co>0 
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使 得 (9. 14) 的 解 对 于 1e1<ee 有 界 . 对 于 Hamilton 系统 , VAM 
某 些 一 般 的 结果 ( 见 第 10 节 ), 但 是 对 于 另外 的 情形 ， 只 讨论 过 特 
殊 的 方程 ， 可 以 用 选 代 法 来 达到 判定 ,这 将 在 下 一 章 里 讨论 。 

如 果 系 统 (9. 14) 是 相反 系统 , 可 以 用 例子 说 明 ( 见 第 V 章 ) 即 
便 满足 了 《9. 18), (9. 117 的 解 对 任意 e+0 可 能 无 界 ， 

习题 9.1. BE B(1) 是 可 积 的 以 了 为 周期 的 矩阵 ， 使 得 i= 
Bye GHEE TAA ARSE WE ACG) 是 可 积 的 以 
更 为 周期 的 矩阵 , 使 得 = ACL BR BE, 则 存在 S>0, 使 得 由 


[IAO 一 BCG)14s<6 推 知 方程 一 A(t)xz 的 解 在 (一, co》 上 


稳定 ， 提 示 : AA =A) 的 基本 和 矩 钾 解 对 4 的 连续 性 ， 这 一 
点 蔓 含 在 公式 (1. 11) 中 . 


m10. ARRA ` 
如 同 第 9 节 ， 我 们 令 of 为 这 样 的 Banach 空间 , 它 的 元 素 是 . 


HRI T Bh nxn 复 可 积 乱 阵 函数 ，|41 =| ADIE 令 Goth 
由 形 如 一 J 太 的 矩阵 所 成 的 子 空间 ,这 里 的 右 满 中 H= H, 


J= i } (10.1) 
如 果 4 属 于 多 .o, 则 与 之 相连 的 周期 微分 系统 是 典型 系统 
J@=H(t)e, H*=H. (10, 2) 


这 一 节 的 主要 目的 是 给 出 使 系统 0.2) 相对 于 多 .x 而 言 在 
(~, oo0) 上 强 稳定 的 必要 充分 条 件 . 

在 第 9 节 中 ,我 们 已 经 看 到 典型 系统 (10. 2) 是 相反 的 ， 因 而 、 
它 在 (一 se, ce) 上 稳定 , 当 且 仅 当 (10. 思 的 所 有 特征 乘 数 在 单位 贺 
上 并 县 有 单 初等 因子 ,或 者 等 从 地 说 , 单 值 矩阵 3 的 所 有 特征 值 有 
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单 初等 因子 且 模 为 1， 这 后 一 论点 等 价 于 存在 非 奇 异 矩 阵 U 
USU =diag(e™,+-, e°), v; EB, - 
在 第 9 节 中 还 指出 了 《10. 2) 的 主 和 矩阵 解 的 单 值 矩 阵 3 是 了 各 
正 的 ; 即 
S*IS=J. (10. 3) 
由 于 (10. 2) RE ART S RIA, RNAP 
RE: —AJ SE SAB By, MRA EE NO 1 并 


SER TE (RS |<d hd LEER RBA, 
作为 讨论 稳定 性 的 准备 ,我 们 引进 下 列 术 语 - 对 于 任意 CT 
ey, 定义 双 线 性 型 
ca, y= i yta. 
对 于 Hamilton RH, RRA, pt Lagrange MSAR. WH 
E WRU A. SBM, Mee, y* =o, 则 < o> = iou. 
对 于 实 向 量 o.u 而 言 ,v0*Bw 是 Lagrange 括号 . 
由 于 i 是 Hermite oR, BAR ary =g, @, Ree, wR 
Be. © 的 了 范 数 是 <z,z>.C" 的 子 空间 7 称 为 非 负 的 , 如 果 对 所 有 下 
中 的 zx pce, > 这 0， 而 如 果 对 于 所 及 Ph a0 I <2, o> BE 
SWRE AER, KAAR oy 称 为 了 正 交 的 ,如 果 <z, y= 0. 如 
RURA y Ae, y> =0, 则 Je=0, 而 这 意味 着 z=0. 由 这 又 直接 
HH: SS LEN, SAR AMA £ y 有 <8z,Bg> = <x, y>. 从 
J 的 定义 直接 得 知 向 量 e1=《1,0,*… 0), €? = (0, 1, +50), P= 
《0,0,…,1) 满 足 
ze’, es> =0, j+k, 
<ei, eb =1, 1<j<p, (10. 4) 
<ei 6 入 一 一 1， pocj<n. 
BIRR 10. 1， 与 稳定 的 了 么 正 矩 阵 的 不 同 的 特征 值 相对 应 的 
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PTE Sk J EX. 一 个 稳定 的 了 SSE TK 
falc”. 

证 明 ”如果 ec. # OES A u 相应 的 特征 向 量 , A= p EIA 
=1, Wc, y> = <Sz, Sp =Afice, y>. ME AREL, le, y> 一 0. 由 
于 假定 矩阵 稳定 ， 由 a'en 与 4 RM AAA IEW 
了 <x,y> 二 0. HR i J SE SMA ERR RS C, 与 
SE RB PF SE STE BBS BY A SP PT BS 

引 理 10.2. Boe J LEER OIE ESE, 非 正 特 
征 空间 是 负 的 . 

TE ”假设 7 是 非 负 的 特征 空间 . 如 果 e Ey Ae, =0, 
则 对 于 任意 YEF 与 任意 复数 

O<<y + Aa, y+ Am =<y, yr + 2Red<a, y>. 
如 果 <z, p E0, 我们 可 以 取 4 使 得 右边 这 个 表示 式 成 为 负数 . 因此 
MERAY phig A < 从 二 0， 由 这 个 享 实 与 引 悍 10. 1 推 知 对 
BA y 有 “< p=). FR OHO 当下 是 非 正 的 特征 空间 时 , 可 以 相 
个 地 论证 ,从 而 证 明了 引 理 ， 

EA 10.1. ESRF J 么 正 矩阵 ， 当 且 仅 当 存 在 AE 
PEU EE 
: UISU = diag(e's, «+, ef), (10.5) 
这 里 的 每 个 vy; 是 实数 . 

证 明 令 G=diag (e"s, =e, es). MR SHUGU' HUET 
LEER, 显然 也 是 稳定 的 ;并 且 也 是 J LEER, 

反 过 来 , MitS REEM J LEER, 而 A= e” 是 7 重 的 特征 
站， 对 于 特征 空间 下, 可 以 选取 一 组 J LEE v1,…,2?', 使 得 

<v, visa ft Fk, 

+1, g=k. 

因为 如 果 不 可 这 样 ;将 存在 特征 向 量 ? 使 得 2 与 VJ 正 交 . 根据 引 
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5,8=1,2, 0,7, 


理 10. 1, 这 是 不 可 能 的 , 因为 它 将 意味 着 与 整个 空间 C" EZ. 

Mab oF 可 使 (91 vio = +1, 而 另 一 些 嫉 可 使 < v> = — 1 根据 引 
2161, 我 们 可 以 对 全 空间 选取 一 组 册 特 征 向 量 构 成 的 标准 让 
交 基 ul, ou, 并 且 把 它们 按 这 种 方式 来 编 序 : JEE RL, <ul, > 一 
0, jp M<ut,w>=1, p< j<n hut u >= —1, 但 是 , Hermite 型 
的 惯性 律 与 (10. DRE p =p. 如 果 U= Cu, oo, a), RCO. 5) 被 
WE. 并 且 , 对 于 (10- 4) 中 的 诸 向 量 6; 而 言 , Uei, Uet = cw’, t> 
sete 对 所 有 j,k RE, FÈ 对 于 所 有 z、 y 有 Ue, Up= 
2,9, MAORI ZS, ix ie Tee. 

在 上 述 定 理 的 证 明 中 指出 了 , 对 于 任何 稳定 的 J 乏 正 第 阵 , 可 
以 求 得 完全 的 一 组 了 标准 正 交 特征 向 县 ww 与 相应 的 特征 值 A= 
en, kautu = 1 — 1, 我 们 将 说 特征 值 驴 是 正 类 型 的 (或 
负 类 型 的 ). 在 俄 文 文献 中 , 所 用 的 术语 是 第 一 类 的 (或 第 二 类 的 ). 
有 了 个 正 类 型 的 特征 值 与 a 一 ?个 负 类 型 的 特征 值 ， 下 述 定 理 断 
言 ,稳定 的 J 乏 正 炬 阵 是 强 稳 定 的 , 当 且 仅 当 每 个 重 特 征 值 不 是 正 
与 负 两 种 类 型 的 . 

定理 10. 2， 稳 定 的 了 么 正 矩 阵 是 强 稳定 的 , 当 且 仅 当 每 个 特 
征 空间 是 定 的 ( 即 ,或 者 正 或 者 负 ) . 

WA. 假设 六 是 一 个 稳定 的 了 么 正和 矩阵 ， 并 且 有 一 个 特征 值 
4(14{ 二 1)， 它 的 特征 空间 不 是 定 的 。 引 理 10. 2 意味 着 存在 特征 
向 量 o! ot, 使 得 <pl vd =0, <o, vb =1, <0, p> = —1, ERIE 
ZEF o'o? fh ot, e, o", 使 得 加 ,加 形成 Cr 的 一 组 基 ， 对 手 任 
Bad, 定义 如 下 线性 变换 瓦 :C 一 0 

Re! = 8[(cosha)e! + (sinhæ)v?], 
Ro? = S[(sinha}v!+ (cosha)e?], 
Rv =Sv", k=, e,n, 
容易 验证 . 对 于 所 有 j,k AR! Bo 和 > 一 <bf ob, FS RRR H 
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关 迪 的 矩阵 是 了 ATE, FRA, o'ti RH Sop GE MM Ae 相关 
连 的 特征 向 量 ， 而 吓 对 于 任意 >0 ARATE. TE, 
REC, c) EREE, ATS a a> RAFS, 这 意味 着 
S REREN, 

反 过 来 , 假设 3 是 一 个 稳定 的 了 了 勾 正 矩阵 ,其 特征 空间 都 是 定 
的 , BEAR =1, 2,…,7) 为 仿 的 不 同 的 特征 值 , 是 办 重 的 ,而 rm 维 
的 空间 是 相应 的 特征 空间 ， 则 

C7 =V OV. ---OV,. 

我 们 又 令 Pi 记 由 0 AV 的 射影 算 子 ; 即 对 任意 C” Hi e, Pie 
EV. 中 , 而 如 果 e 在 V, h, Pee, 这 些 射影 算 子 满足 ，j 寺 时 
P,Pj=0, Pi=P,, 而 县 可 以 用 公式 


_1 2g- 
Paarl, (El -8) -ge (10. 6) 


来 定义 , 这 里 的 y RRA TAS E A, BLE A, 半径 其 小 ， 
URRAR DE SHORERE. MOR RE EM ES | R— 81 充分 
Aig nn FRE, METAR v: ORF OF RBG ns 个 特征 值 (计算 
它们 的 重 数 )， 因 此 , 积分 


a= tail, (IR) de 


ont 


ET C An, ETER W, 的 射影 算 子 Qo HAW, 是 ER 
THREE, FAC=W.OW.0--OW, FARW, RHR 
的 被 包围 在 ve 内 的 特征 值 相关 连 的 如 的 广义 特征 空间 的 代数 和 、 
此 外 , 这 个 公式 还 说 明 Q@ ER ERAR, 并 且 当 R=S 时 |Q: 一 
Pl>0. 

我 们 下 一 个 目标 是 说 明 <x,z> 在 每 个 W, 上 是 定 的 ， 对 于 W 
His, 

<a, a> = <Qyar, Qi 
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一 <Piz Pao +< (Q — Pr, (Q, —P,)2> 
+2Re<P,r, (Q, — P e>. 
根据 <z,y> 的 定义 , 对 于 所 有 C Pay, 我 们 有 | pS 
jz| | 引 、 此 外 , 由 于 发 在 特征 空间 上 是 定 的 , 存在 >0 使 得 对 于 
所 有 sEV, 与 每 个 k=1,2,…,?, |<, o>] ala]? 因此 , 对 于 Wa 
中 的 z， i 
| <a, a> | >al Pre |?— |J |e QP]? [æ]? 2l] + Pale 
lQ- P, eP 
>a- |Q Pl) QP PAR 

Pi Q- Pl] 

AZ, WRIS R Eh WET E RAM BES 


[ <x, x | > 村 clzls wEW,, b=1,2,--,7. 


由 于 每 个 W, ER PRE, 对 于 任意 整数 m, 可 以 推 知 RERE 
J SE, ATAA W, i c= 1,2, 0 

[RP |? 2078 R"e, R g> | = 2a" | <x, a>| K2a7! [T+ |e]. 
对 于 任意 EC", 我 们 有 zz 一 Qiz 十 … 十 x, 于 是 

[R"e KAIR ++ 10,17 lal? 

容易 着 出 , 这 意味 着 所 有 特征 值 必 有 有 单 初等 因子 ,并且 模 等 于 一 - 
FRRBE, 它 本 身 又 意味 着 3 是 强 稳定 的 这 就 证 明了 定理 

定理 10. RADJE, =) LARE SARAH 
单 值 矩 阵 是 强 稳定 的 . 

证 明 ”在 本 节 开 始 处 已 说 明 过 ,(10. 2) 在 (一 ,22) 上 稳定 , 当 
且 仅 当 其 单 值 第 阵 是 稳定 的 .由 于 (10. 2) 的 解 连续 依赖 于 汉中 的 4， 
则 如 果 单 值 抢 阵 是 强 稳定 的 , (10. 2) 在 (一 ce; <=) 就 是 强 稳定 的 . 

现在 假设 (10. 2) 的 解 X(2)(X 00) = 站 的 单 值 矩 上阵 稳定 ,但 不 
是 强 稳定 的 ， 在 定理 10. 2 的 证 明 中 , 已 经 指出 , S MEM BR 
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含有 一 个 特征 值 的 模 >1 MI ZERE RR, HT SOR BE aH 
的 ， 引 理 7. 1 疙 味 着 有 答 阵 了 使 得 S71 有 R=e?， 当 |R 一 S| 充分 小 
的 时 候 ， 可 以 从 ee 的 震级 数 表 述 式 或 者 从 隐 函 数 定理 直接 指明 ， 
FWA RMERBR, CHR=SHETE, HH, SUR 
是 本 么 正 矩 阵 推 知 e “一 J !e**J=e "而 我 们 可 以 取 下 使 得 
—F=J"'F*3, 因此 ,FF 可 以 写成 下 二 TJT1G, 这 里 的 G 是 Hermite 
和 矩阵 而 了 是 周期 . 

如 果 我 们 定义 了 (=X(t)ew™?, MYO HL, Y(T)=R, it 
生 了 (4) 是 典型 系统 

Ji= Lie 

的 基本 矩阵 解 , 其 中 了 一 五 + GX, Rie, LO) TRET EAA 
为 了 的 周期 矩阵 ， 另 一 方面 , 我 们 可 以 用 对 称 的 扰动 五 (本 来 修改 
L(t), 使 得 尼 划 十 五 !( 世 是 周期 为 下 的 周期 矩阵 , 对 于 任何 预先 指 


定 的 6 af ILO 1at<<6. WRR YONO =D ARAL + 


L 代替 工 后 的 基本 矩阵 解 ， 则 公式 (1. 11) RREFERA K, 
使 得 
Pom ~—Y P| <6K. 

因此 ,对 于 充分 小 的 6, YLT) 将 有 一 个 特征 值 的 模 沁 1， 而 (10. 2) 
就 不 是 强 稳定 的 。 这 就 证 明了 定理 . 

如 果 在 表示 式 《10. 5) 中 人 的 特征 值 是 这 样 来 排 次 序 的 , 前 了 
人 是正 类 型 的 ， 而 余下 的 n-p 个 是 负 类 型 的 ， 则 定理 10. 2 表明 ， 
一 个 稳定 的 了 康正 矩阵 3 是 强 稳定 的 , SERS 

vjÆv,(mod 27), 1<j<pchan. (10. 7) 

如 果 吕 是 稳定 典型 系统 (10. 2) AE EPR, TLS AE Be fe 
en，7 一 12,…，% 并 且 息 与 上 面相 同 的 方式 来 编译 , 则 由 定理 
10, 3 推 知 , 典型 系统 在 (一 co, <=) 上 是 强 稳定 的 , 当 且 仅 当 
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9;380,(mod 22/T), i<jcpck<n, (10. 8) 
习题 10. 1， 证 明 对 于 系统 (9, 12), BHR (10. 37 等 价 于 不 等 
式 
oj+o,#0(modw), j,k=1,2, =, n, (10. 9) 
于 是 , (9. 12) 是 强 稳定 的 , 当 且 仅 当 (10. 9) 被 满 是 ， 把 这 些 不 等 式 
与 (9. 13) 加 以 比较 ， 
定理 10. 3 回答 了 有 关上 典型 系统 的 稳定 手 的 定性 特征 的 许多 
问题 ， 它 很 明确 地 说 明了 特征 乘 数 的 临界 位 置 的 这 种 特性 : 总 可 
以 找到 任意 靠近 于 原 系 统 的 典型 系统 , 但 却 是 不 稳定 的 , 留 下 来 的 
一 个 基本 问题 便 是 确定 一 种 求 得 乘 数 的 这 些 临界 位 置 的 有 效 方 
法 .在 第 嘎 章 中 对 于 包含 小 参数 的 方程 叙 壕 了 一 种 这 样 的 方法 ， 


理 . 11， 对 进一步 学 习 的 说 明 与 建议 

愿意 更 多 地 了 解 被 扰动 线性 系统 的 稳定 性 方面 的 结果 的 读 
#, 可 以 参考 Bellman[1], Cesari[1], Coppel(1]. 

在 常 系数 或 局 期 系数 的 线性 系统 中 ， 稳 定性 质 完 全 由 方程 的 
特征 指数 所 确定 .并 和 且 ,如 果 所 有 特征 指数 的 实 部 是 负数 , 则 线性 系 
统 是 一 致 浙 近 稳定 的 . 因此 ， 如 果 对 线性 系统 附加 上 由 关系 式 
(2. 9) 给 出 的 扰动 ， 一 致 浙 近 稳定 性 保持 不 变 ， 如 果 (1.3) 中 答 阵 
AQ) BFR AR, MO 3) 的 每 个 解 以 一 个 指数 晒 数 为 界 ， 因 此 ， 
对 于 (1 3) 的 每 个 解 ”, 可 以 伴随 以 一 个 数 4= Ay, 其 定义 为 


A=limsup+ log face]. 
tae 


Liapunov[1] 把 这 个 数 A MHEAR x 的 特征 数 . BF A<0, 则 当 E-o 
IE eC) [> 0, 如 果 (1.3) 所 有 解 的 如 二 0, 则 它们 都 按 第 数 地 趋 于 
$. BHi, Perron 所 举 出 的 4(4) 如 (2.14) 氛 示 的 这 个 便 竹 却 
有 这 样 的 性 质 ,与 上 面 对 周 期 系统 所 作 的 说 明 大 不 相同 : 满 是 (2. 9) 
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的 扰动 可 能 引出 无 界 的 解 ， 关 于 Liapunov 特征 数 及 其 在 稳定 
性 理论 中 的 应 用 ， 有 着 深 广 的 理论 (请 见 Cesari[1j，Malkin[1]， 
Nemitskii 与 Stepanov[1], Lilio[1]}. 

在 定理 6.1 中 讨论 较 点 性 质 的 保存 时， 我们 只 注意 了 稳定 
与 不 稳定 流 形 上 的 轨道 、 自然, 可 以 考虑 下 述 问题 : r= 是 
A DERA Mf 本 一 有 连续 的 一 阶 微 商 , 使 得 FO) =0, 
If) 12x=0。 是 否 存 在 +=4 的 一 个 邻 域 了 了， 使 得 对 于 上 述 的 任 
何 一 个 f， 有 变换 在 邻 域 广内 把 (4.1) 的 轨 线 映 到 被 扰动 方程 
(6. 3) 的 轨 线 ? 这 个 问题 有 长 入 而 有 超 的 历史 ，Poinearé[1] 与 
Liapunov[1] 对 于 解析 情形 ，Sternperg[I]，Chen[1] 对 于 五 可 能 
有 有 限 阶 导数 的 情形 ，Hartman[1]1 对 于 一 般 的 情形 ， 都 有 研究 ， 
读者 可 以 参考 . 

在 圭一 节 提 出 的 临界 点 局 部 邻 域 的 问题 可 以 提 得 更 一般 些 . 
事实 上 , 如 果 对 于 两 个 # 维 微分 方程 

i= fla), aiD 

g=9y), (11, 2) 
在 区 域 G 内 有 一 个 同 胚 h, CIEL 1) 的 轨 线 映 到 (C11, 2) 的 轨 线 ， 
就 可 以 说 这 两 个 方程 在 9 内 等 价 . 假设 向 量 场 f, g 属于 某 个 拓扑 
BB. 如 果 了 在 D ARAR NG), 使 得 对 于 (用 内 的 每 
研究 结构 稳定 性 与 微分 方程 的 等 价 系 统 是 铀 分 方程 中 最 激励 人 的 
一 个 题目 。 所 有 的 概念 对 于 任意 的 * 维 流 形 上 的 向 量 场 出 样 有 
BR. 读者 可 以 参考 Peiroto 关于 一 维系 统 的 基 本 文献 [1] 与 
Smale 关于 一 般 问题 的 文章 [11. 

第 8 沁 中 对 于 HL 方程 稳定 性 的 提 法 紧密 依赖 于 Magnus 
Winkler 的 书 [1], 但 是 一 点 也 没有 指出 对 此 方程 可 用 的 大 量 结 
R. 对 于 给 定 的 国 数 J), MEHAR RE h a E E, 
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ARBEH. BPO) 定义 了 一 类 依赖 于 a 的 函数 ,而 定理 8. 1 
中 的 特殊 o 与 中 则 产生 周期 为 或 2r 的 函数 ， 讨 论 如 何 把 任 
意 朱 数 按 这 些 特 殊 的 周期 函数 像 Fourier 级 数 那样 展开 ， 是 很 重 
要 的 ， 从 Arscott[1], Cesari[1], Magnus 与 Winkler[1], McLa- 
chlan[1] 可 看 到 较 完 全 的 讨论 与 很 多 参考 资料 . 

第 10 节 的 介绍 是 固 Howe 的 论文 [1] 作 出 的 ,只 应 当 作 Ha- 
milton 系统 与 典型 系统 稳定 性 理论 的 引 论 , 强 稳定 系统 类 的 拓扑 
特征 和 给 定 方程 的 稳定 与 不 稳定 区 域 ， 都 有 人 讨论 过 。 对 于 含有 
小 参数 的 方程 ,还 设计 了 计算 方案 , 读者 可 以 参考 Gelfand 与 Li- 
dskii[13, Yakubovich[1, 2], Krein[1], Diliberto[2], Coppel 与 
Howe[13 中 的 结果 以 及 进一步 的 文献 。 
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RIVE 非 临 界线 性 系统 的 扰动 


引进 下 述 定 义 , 可 以 方便 些 . 

定义 1， 假设 ACE (— 00, co) 上 的 #xn 连续 矩阵 函数 , 而 
才 是 给 定 的 函数 类 , 其 中 包含 零 函 数 ， 如 果 齐 次 系统 

i= A(t) a) 
CAME ORE o=0, CRMMEME ORM A, BW 
RRA ME OR IEA, 

Fill, Ze, 00) = {f: (-20,0) 90", f ERT NARS, 
HFPA o, o) 中 的 任意 有 =pl fO] H&P 记 
BB (00,00) HG FRE, CAN FER AE Ne CEE HILO I 
FAD beta f, H mf f OIER, HOUR f, 9 都 在 wh 
中 ， 则 用 mif gee mw[ 月 Um[ 四 的 最 小 加 革 群 .用 Pe 记 
pz 的 于 集 ， 它 的 元 素 是 周期 为 了 的 周期 函数 ， 空 间 B(—-o, 
co), AP 与 By 在 上 面 定义 的 | .| 之 下 都 是 Banach 空间 ， 如果 
(一 ,ce) 上 定义 的 卸 阵 函数 的 每 列 属于 这 些 空间 之 一 ,就 说 此 抵 
RTA, 

本 章 集中 研究 

@=A(t)a+ f(E) (2) 
的 属于 B(—co, 00), AD BD, 三 类 之 一 的 解 的 存在 性 与 稳定 
性 等 性 质 , 这 里 矩阵 4 属于 Zr RHC) 对 于 所 讨论 的 类 是 非 虱 
界 的 , 而 了 在 后 面 要 加 以 确切 化 的 意义 下 是 “小 ”的 

我 们 按 下 还 方式 来 进行 介绍 .首先 详细 地 研究 非 齐 次 线性 系 
统 ， 说 明 系 统 (D 对 于 DEE B(-c, 00), ABR D, 三 类 之 
ERR H, 意味 着 非 齐 次 线性 方程 在 D 内 有 唯一 解 ,此 解 线 
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性 地 而 有 连续 地 依赖 于 Ø ARRATE. ATORI” Ab, M 
压缩 原理 产生 了 :2) 的 解 的 存在 性 ， 把 第 IRZ 6 AURA HERR 
推广 到 非 自治 方程 , 便 得 到 (2) 的 解 的 稳定 性 质 ， 在 第 4 节 里 列举 
所 得 结果 的 某 些 推广 ， 而 在 第 5 节 里 说 明 有 大 强迫 力 与 大 阻尼 的 
Duffing 方程 的 某 些 初等 性 质 ， 在 第 1 节 的 末尾 ， 还 有 一 个 关于 
A 不 在 多; 中 这 种 情形 的 稳定 性 结论 . 

引 理 1，(o) AED, 内 的 系统 (1) 对 于 弛 (一 oo,oo)[ 或 以 592] 
是 非 临界 的 , 当 且 仅 当 (1) 的 特征 指数 实 部 不 是 零 . 

O) AM, 内 的 系统 (1) 对 于 P: 是 非 临界 的 ， 当 且 仅 当 
I 一 (7) 是 非 奇 异 矩 阵 ， 这 里 的 X(t) (XK) =D ROME E 
EWE. . 
证 明 ©) 如果 假定 (的 特征 指数 的 实 部 不 是 零 , 则 由 解 的 
Floquet 表示 推 知 (1) 仅 有 的 在 B (— 00, oo) 内 的 解 是 zx=0, 而 且 
对 于 B(—0o, co) 是 非 临界 的 , 因此 对 于 AD 也 是 非 临界 的 、 反 
过 来 , 如 果 (D 2B (— 20, 00) PUBL AE 20, Mh Floquet 表示 推 
知 (1) 不 可 能 有 特征 指数 4= i9, BWER A epa) 
(pli +T) =p(#)), 

O) 在 X(t) 如 引 理 中 所 定义 的 情况 下 , (1) 的 通 解 是 XG ro 
这 里 的 xo 是 任意 的 党 向量， 系统 (1) 有 周期 为 的 非 零 痊 期 解 ， 
当 且 仅 当 存 在 zo 关 0， 使 得 [X(t 十 TD 一 X(4)]wo=0 对 所 有 成 
立 . 由 于 假定 了 4 属于 Se, KRONE EE At 使 得 [X(T) 
一 xo=0; M X(T) 一 [是 奇异 矩阵 ， 这 就 证 明了 引 理 。 


附注 1。 假设 方程 (1) HARKE, MO HFA (00,00) 或 
AOR, 当 且 仅 当 4 的 所 有 特征 值 的 实 部 不 是 零 ， 方 程 (1) 对 于 sr 
THR, S LAR AN AS AIA A RL 47 六 0(tmod Zrii); a AF Or he 
W ADARRE oR eoz mod 22/7), 
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W. 1. 非 齐 次 线性 系统 

讨论 任何 涉及 到 被 扰动 的 线性 系统 的 问题 ， 其 基础 是 完整 地 

TRAE RARE. 
=A) + f(t), (1.1) 
这 里 子 是 某 特 定 类 中 的 给 定 函 数 . 

让 我 们 回忆 , (1) 的 伴随 方程 是 ;二 一 y4(#), WRX) BCD 
WHEE EREA, M XEGE y= 一 4( 和 的 基本 矩阵 解 .由 于 4 属 
F2, AZ, MHRA £2, AY By WHE IEA 
E SARS yO T) 1 = 0; BMX) 一 是 奇 
FUER, HEDE Pr 内 有 解 x, 当 且 仅 当 [X(T) 一 到 zo=0. 由 于 
矩阵 XCD) 一 1 与 X(T) 一 除开 乘 上 一 个 非 奇异 矩阵 外 是 相同 
的 ， 园 此 使 得 XT) 一 门 =0 的 加 集合 与 使 得 (XC) 一 Jso 
二 0 的 x 集合 有 相同 的 维 数 ， 因 此 ,伴随 方程 与 (1) 总 是 有 相间 个 
数 线性 无 关 的 周期 为 也 的 周期 解 . . 

31M 1.1. (Fredholm 更 替 引 理 ). 如 果 4 在 gr 内 ， 而 了 是 
By 的 给 定 元 素 , 则 方程 (1.1) 在 Pr AA, SARS 

frat=0 ‘ (1.2) 
对 于 伴随 方程 
g=—yACL) (1.3) 
的 所 有 使 在 De 内 的 解 # 成立 ， 如 果 满 足 (1. 2?， 则 系统 (1. 1》 
在 多 r+ 内 有 含 ? 个 参数 的 解 族 ， 这 里 的 7 是 (1) 在 多 x 内 的 线性 无 
关 解 的 个 数 . 

证 明 由 于 4 与 了 属于 2, NEL DE Zr 内 的 解 ， 当 
AA 2(0) =2(7), on B XE) (XG, =D ACD A HR, 
ii 7(0) =r, W - 

24) =X (4,0) ay + Ji xe a fdas, 
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由 于 对 所 有 t, r, 8, AXC, X, HX, 8), RH sT) =t 
等 价 于 a 、 
[IO0) Hom |T X-a, Wf (0) de. (1.4) 


in B=X-'(P,0)—1, b= f7 X1, Of (8) 2s, WC. DS 


于 Bro=b, SR, MERE AR, SERHS 
FER oB=0 的 所 有 行 向 量 a 有 ab=0, aF XC, 0) 是 人 1. 3) 
HEER, PER aB=0 的 向 量 “的 集合 等 同 于 (1. 3 的 周期 
DTM y 的 初始 值 集合 ; B, Ay) 二 aX-1(t,0) 是 (1.3) 的 周 
WAT WOM, AAR aB=0, 利用 5 的 定义 , 我 们 恒 得 到 引 理 的 
第 一 部 分 ， 如 果 (1. DEWE, XIRO DEP: 内 的 解 ， 则 
在 Dy 内 的 任意 另外 的 解 必 是 x=z 十 上 ,这 里 z 是 1) 在 Me 内 的 
和 解 ， 这 就 证 明了 3 引 理 . 

习题 1.1]， 当 4 在 PARSE AD 内 时 ， 相 似 于 引 理 1,1 


的 是 付 么 ? 
All. 考虑 二 阶 纯 量 方程 
fitu=cosat, o>. a 5) 
Bau, 等 价 系 统 是 
=". . 5)" 


d=—a,tcoswt, w>). 
HEM HR È j= h= y, ABM gi acost+bsinf, 
y= —asint+bdeost, Hh a, b REED., MRotl, 伴随 方程 
BRAM T=21/0 的 非 平 凡 解 . 于 是 , RRC OB HFK 
方程 没有 非 平凡 的 周期 解 ， 方程 (1. 5) 有 唯一 的 以 2r/e 为 周期 的 
周期 解 , 如 果 呈 =1 则 伴随 方程 每 个 解 有 周期 2x, 另 一 方面 , 由 于 


foroa] . 
除非 5=0, 它 不 是 等, 因 之 关系 式 (1.2) 不 满足 、 因 此 , 方程 
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(—asint cost +bcos?t)dt= nb, 


(LSA AMA 20 的 解 ， 并 且 由 于 通 解 是 w=asint +beost 
+ (sind) /2, 所 有 解 实际 上 是 无 界 的 . 
例 1.2， BERRI. 1), 其 中 


-12 1 -1 
azt -1 0 -1\, F(t) =F sint “I (1.6) 
{-1 2 1 1 
容易 证 明 
l+cosé—sint 2sint —1+cosé+sint 
ead l—cost—sint 2cosé 一 1 十 cost —sint LG 
—l+cost—sint 2sint  1+cost +siné 


由 于 e ”的 行 是 伴随 方程 的 解 , 得 知 伴随 方程 的 所 有 解 的 周期 与 
强迫 函数 了 的 周期 相同 , 都 是 2r， 并 且 这 些 解 是 6 4: 的 行 的 线性 


组 合 ， 为 了 检验 正 交 性 条 件 (1.2), 我 们 需要 验证 e741f(2Da 


二 0。 容 易 求 出 e fU =zsint, 2=(-1, 一 1,1), E X tE R 
BARE. 因此， 有 (1 6) 中 给 出 的 4 与 了 的 系统 (1. 1) 有 周期 为 
2a 的 周期 解 , 事实 上 , 它 的 每 个 解 有 周期 2r. 

习题 1. 2。 在 例 1. 2 中 , 有 没有 唯一 的 周期 是 2r FAR, 它 在 
(0, 2#J] 上 正 交 于 齐 次 方程 的 以 2x 为 周期 的 所 有 解 一 一 或 正 交 于 
伴随 方程 的 以 2x 为 周期 的 所 有 解 ? 怎样 求 出 一 个 这 样 的 解 ? 

. 习题 1, 3。 如 果 关 系 (1. 2) 不 被 满足 , 而 A, f E Pr 内 , 证 明 

(LD 的 每 个 解 是 无 界 的 . 

定理 1.1. BAEZ: A, TOR Alo, 0), AOR 
多 sr 三 类 之 一 ,对 于 每 个 饭 内 的 疡 KKH DE DAR 
AR AS, 当 且 仅 当 系统 (1) 对 于 2 是 非 临界 的 。 并 二 ,如 果 系 
ROMP D 是 非 临界 的 ， 则 967 是 (1. D 在 D 内 的 仅 有 的 解 ， 
而 且 对 了 是 线性 的 与 连续 的 ; 也 就 是 说 , 对 于 所 有 C 中 的 4,5 与 
D hth f, g, (af+59) =f +g, 又 存在 常数 使 得 对 所 
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ADbhwHS 

IAF ISK IF. (1. 8) 
最 后 , 如 果 B= oP, 则 MKF], A], 

证 明 WRI D-2, WRI RTS, MARALI 
知 , 方程 (1. DE Be 内 有 了 唯一 解 , 当 且 仅 当 了 在 (1. DE 
与 (1.3) 的 所 有 周期 为 的 解 正 交 . (AL i- ACE 5 f= yA) 
的 线性 无 关 的 局 期 为 多 的 解 的 个 数 相同 .因此 , 对 于 每 个 SED, 
方程 (1. DEP, RAR, SARAHB P, 内 没有 非 平凡 
解 ; 也 就 是 说 , (1) 对 Pr 是 非 临界 的 ,如 果 系 统 {1) 对 于 Pr 是 非 
We His, MISIE L 1 ORAM FEM, 系统 (1. DE De 内 
有 唯一 解 CS, REEN 显然 是 由 Dr 入 Dy 的 线性 映射 
WRX OA, DD ECD) EASE, MEK CF 可 

以 写 为 显 式 
HPD [RT IR, tt ft) ds (1.9) 


这 个 表示 式 中 的 核 函 数 称 为 《1. 1) 的 边界 值 问题 >(0) =P) BY 
Green AK. HAC. 9) 的 显 式 计算 进行 如 下 . 
和 如果 我 们 令 C3% 了 00) =e, 则 从 (1. 4) 得 
zo=[X"(P,0) ITP Xe, OF (adds, 
和 
HDX Oat f XE, sf(s)as 
WF (A) U +P = (KF), XO +T, £) =X(P, 0) 5 XG +T, 
2) =X (T, OXG, 8), BITA 
U -XU, 0JXG, 0m = -L —X(T, of xe, s)fis)ds 


+X, oj za, apf (s)ds. 
RUALL-XC, 0)] -5 RACKS) (OMAK, 便 得 到 (1. 9). 
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显然 , 公式 (1. 9) 意 味 着 存在 常数 使 (1. DHE. BRE, K 
可 以 取得 使 
TK = sup (LX, 0) ~I XG, tte), 
这 就 证 明了 情况 1. 
”情况 2. DaFo, oo), & X(4) BUI HAE, h 
Floquet Raves X(#)= P(e )e*™", 其 中 PET =P), MBE 
WER Hue RR PCy 用 到 (1. 1), 得 


y= By +P NSB +90), a. 10 


这 里 如 果 fE Bo, 0) (RADA, g 就 在 B(- o R 
LPH, WE POORER, AR BIW: 对 于 每 个 
9€B(—oe, œ), (1.10) FE B(— 20, oo) AAP, 当 且 仅 当 
区 = 了 By 对 于 纱 ( 一 oo, ce) 是 非 临界 的 ; BN Be AR PEA, 
这 对 于 定理 的 第 一 部 分 就 是 够 了 . 
利用 相似 变换 , 我 们 可 以 假定 
B=diag(B,, Bo, B_), 
TBM B.(Bo) (五 -) 的 所 有 特征 值 是 正 ( 零 )( 负 ) 实 部 的 。 如 果 将 
¥= (ty 0, 0), I= (9+,909-) ARE, EHER RD ARRE B 
的 分 块 协 调 , 则 (1. 19) 等 价 于 
(Di=Brut gr, 
(5)6=Bov +90, (1) 
(ejb =B w+ g 
存在 正 的 常数 K, a 使 得 
(aje | << Ke, #<0, 
(bh) Je®"|<Ke", i1250. 
FBC. 110), (1 115) 在 (一 oo, 00) ME ANAT FRR, SRILA 
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(1. 12) 


OIER RIOLO REDT 
; (1.13) 
全 (5-9 (8) = eg +8)ds, 
可 以 直接 验证 它们 或 应 用 引 理 M. 6. 1. 这 些 注释 说 明 , 如 果 y= By 
对 于 B, co) 是非 临 界 的 , 则 在 B 00, =) 内 (1.:10) 有 礁 一 
MAS 并 且 ， 利 用 (1.12) REH Agl (K/a 1951, 
IA _g.1<(K/o)lg.|. Abb Wf 满足 (1. 8). 

SOE BA CREAMS HE; 即 (1. 115) PRR v 
TEFEN, BNW B (— 0, cc 中 存在 一 个 go 使 得 (1. 10) 
的 所 有 解 在 〈 一 =, 2》 内 是 无 界 的 。 这 就 将 完成 情况 2 的 证 明 . 
不 损 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 Bo=diag (Bw,，…，Bos)， 这 里 Bos= 
iwj1 十 B; m R; 只 有 零 是 特征 值 ， 由 于 iw; 可 以 通过 先 法 变换 
exp(iaif ) WM, RES ERER By PH- TROT. TE, 我 
们 考虑 方程 

=x 十 
这 里 丸 上 内 有 零 是 特征 依 ， 而 9 EF (一 ce, 0) 内 ， 对 于 任意 行 向 
ita, 
aé=aRz + ag 

对 所 有 成立， 如 果 4 二 0 选 得 使 oR=0 与 9=a*, 这 里 a* 是 a 

SMR, M ai= la>, 它 意味 着 对 于 每 个 解 2(#) 有 ax(#) 

.二 oo， 因此 当 too 时 每 个 解 是 无 界 的 .这 就 完成 了 情况 2 的 证 

H. DATE, 如 果 吾 有 实 部 为 零 的 特征 值 , 在 (1. 10) 中 选取 的 使 得 

所 有 解 无 界 的 9 实际 上 就 是 周期 函数 ， 因此 ,=P( #9 BR 
- WAM EK, 如 果 (17 有 纯 虚 数 的 特征 指数 , f 就 使 得 (I..1) 的 所 

AREF. ` ， . 

BLS D-AD, WHHERRKRS: 对 于 所 有 SS 中 的 
f, a. DEB, AAT, 当 且 仅 当 (1) 没 有 零 实 部 的 
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特征 指数 ,或 者 等 价 地 说 ，(1) 对 于 SS 是 非 临界 的 ， 如 果 (1) 对 
FAP 是 非 临 界 的 ， 则 在 A (—oe, 00) 内 的 唯一 和解 Wf 是 在 
(1 13) 中 给 定 的 函数 的 周期 变换 ， 其 中 9+, 9- ERMAR 包含 在 
m[f, 41 内 的 玛 网 期 函数 . 因此 , 留 下 来 需要 说 明 的 只 是 (1. 13) 中 
的 函数 是 在 .x 多 中 的 , 并 且 它 们 的 加 法 群 在 mf, AIA, BEA 
用 附录 中 的 定理 8， 假 设 g4 ELPA, RS rn 为 任何 一 个 这 样 
Bk BOFA, H m> kt, At LE (—00, 00) —~ BWA gH Tm) 
=P E EGH n), AF Hig. A 11a) 在 
B(—oo, 00) ARERR, B, ERER, AEA, 是 线性 的 与 连 
续 的 ， 我 们 有 
Kg) (E F tmn) — (HG | = Hg HG) | 
=1%,(9%—-g+) (é)| 
> <(K/«)|9?7—g941 

对 于 所 有 (一 =, coh t RF. KEREN m> 时 在 (一 se， 
e) Be b A | (Hg) (E+ tm) — (Agee) [0 ea Pet He BY 
定理 8 PAK, ELP 内 ,而 且 m[%19;]CCmEg+]CCm[f, A], 
同样 的 论证 可 以 应 用 到 Cg, 这 样 完成 畏 况 3 的 证 明 , 也 就 证 明 
了 定理 . 

JALA RA 是 定理 1.1 中 定义 的 算 子 。 证 明 或 驳斥 : 对 
FE CAD, RRRA MAF] = mL, A). 

: 定理 1. 1 清楚 地 说 明 , EK, 要求 非 齐 次 方程 (1. 1) 

的 某 些 解 对 于 强 追 函数 了 有 确定 的 性 质 ， 就 紊 对 齐 次 方程 加 上 上 很 
ROR. SAD RE Pr 时 , 可 以 作出 相似 的 结论 , 但 是 分 析 赵 
ARAR. 为 了 叙述 这 方面 最 简单 的 结果 ， 要 某 些 有 独立 意义 的 
SAFER. 

BPM 1.2. mÆ A), O<tcoo, LER f nxn MBE, 
LAG) LEM, XG, OX, = DA) EE, WE 
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6>0, 使 得 对 于 所 有 t,t, sz0 与 18 一 zl <i 有 
XC, 9X, 71S FXG, HL 


证 明 ”由 于 对 所 有 5, r，sE[0 co) 有 KC, s) =X, XG, 
8), 只 要 证 盟 存 在 60 使 得 对 于 r a0, jeej <5, 有 |X(r, 8) 
一 了 11/2 就 行 了 ， 由 于 


KGr 8) I= SAGDE n, 8) Laut ['A (uydu, 


利用 Gronwali FR, 对 于 所 有 r+、s AIX, 8)—-I} <M |r 
sjeni- pak ò ER Moe” <1/2, 引 理 就 证 明了 。 

581.3. RAG XG, re LAS 1.2 中 相同 ， WAF 
所 有 t>0, | [X(t 0) dscel 为 常数 ) 这 一 条 件 意 味 着 0<s< 
too MIX, 8) 1 一致 有 界 ; 也 就 是 说 ， 对 于 too 方程 (D 一致 
稳定 . 

证 明 由 于 对 所 有 s,# XG, XC, D=, M XG, s) 
作为 的 函数 是 伴随 方程 的 基本 和 矩阵 解 ， 因 此 对 所 有 4, 8, 


XG, DIHS Xt, DAHA 


特别 地 , 对 于 OSet, SAAR BRB IX, 3)| 专 1+ Me. 从 
定理 N21 推出 一 致 稳定 性 .这 就 证 明了 引 理 , 

定理 1.2. 如 果 4(1)》，0<t<c<e， 是 连续 的 axa ER, 
(AC) |<, 则 : 对 于 每 个 在 [0, %) 上 有 界 的 连续 的 f, (1. 1) 的 每 
个 解 在 [0, *e) LAR, 当 且 仅 当 系统 (1) 是 一 致 浙 近 稳定 的 . 

证 明 我 们 首先 证 明 ， 如 果 对 于 每 个 在 [0, ee) 上 有 界 的 连续 


的 (1.1) 的 每 个 解 在 [0, o) EAR, 则 对 于 #2>0 有 | XU, a) {ds 


o 
<c(o 为 常数 ). (1. 1) 的 满足 2(0) =0 的 解 是 
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aD =f XC, SF). 
设 FILO, oo) 是 连续 而 且 有 界 的 函数 了 (0, 09) ->0* 的 类 ,又 令 | 了 | 
= sup_1fCD1, 对 于 [0, =) 内 任何 因 定 的 4 AB AE Re ET: 
BLO, 0c) > AEO, oo), Erk 


xe, s)F(s)ds, OKASE, 


TAOD = 
- f xa, s)f (eds, taco 


给 出 .对 于 每 个 固定 的 i, T, 是 连续 的 线性 映射 ， 并 且 根 据 假设 ， 
对 于 BO, co) 中 的 每 个 了 ARN, ER Oa RITS 
去 N， “因此 ， 由 一 致 有 界 原理 推出 存在 着 常数 下， 使 得 对 于 所 有 
#Ef0, 00}, fEBl0, oo) AIT LI<K IF], APR 
if. X(t, Nf (s)de| <K|f|, oic. 
R X= (ey), & fF" (9) HM FENG i WE eG, 3) 的 符 
BBR, j k=l, 2 … R， 选 取 一 个 一 致 有 界 的 连续 函数 序列 
f(s), BE [0, œ) ELPA EAR FIHO). im hs 
= Cay, … zs 的 范 数 选 作 1z| = max |z;|. HFEA EH Ik, 
ESAO 了 (9) 是 这 样 的 # 维 向 量 ， 除 开 第 ke PB 
Fitis) 5 fiil), 其 它 分 量 都 是 零 ， 则 


lim fixe, feeds 一 人 XC, 8)f.¢s)ds. 
小 上 而 对 向 量 郊 数 的 定义 与 
| xedas| El eK, O<t<es 
这 一 事实 , 推出 对 所 有 >01 j, k=1,2, om, 
fi tens, las) xf os| <Er 
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由 于 在 Ca 中 所 有 范 数 等 价 ， 这 个 不 等 式 显 然 意味 着 存在 常数 6， 
A O< coo 时 | |X, $) |ds<e, 


HUES 1.3, TR EEE rsch X(s, 7) 一 
BRR AR ARR N), 于 是 方程 (1 ) 当 to 之 0 时 一 致 稳定. A 
此 对 所 有 tae 有 


If XU, Xs, ode 


BERRIRA HRS FPU- l. KiS 
t>o MIX(, O | 一致 地 趋 于 去, LC REE. 
， 。” 反 过 来 ， 根 设 系统 (1) 当 te>0 时 一 致 浙 近 稳定 ， 根 据 定理 
E. 2. 1, 存 在 正 的 常数 K, a, 使 得 
|X, x) ps Keo 0<1r<t<oo, 
《1.D 的 通 解 是 
HEY =K(L, O00) +| XC, oF leds, 1390. 


SOR f EA [0, oo) 内 ， 则 对 于 所 有 t>0, la) SE e0) + 
[f+ CK Je), 于 是 (1.1) 的 每 个 解 在 绍 [0, 09) A, 这 就 证 明了 定理 . 

定理 1.2 应 归于 Perron[1], 在 通过 观察 强迫 函数 在 某 给 定 
的 函数 类 中 的 非 卉 次 方程 的 解 的 特性 ， 来 确定 卉 次 方程 解 的 特性 
这 一 方面 , 它 是 第 一 个 一 般 性 的 陈述 . 沿 着 这 条 路 线 进行 的 探讨 一 
直 愁 续 到 今天 ， 最 有 意义 的 新 近 和 贡献 是 Massera 与 SchifferEl] 
作出 的 . 为 了 较 好 地 评价 这 个 问题 ， 我 们 用 另 一 种 方式 复述 它 , 设 
(Z, DBR Banach 空间 ,它们 的 元 素 都 是 把 Lo, ec) BLA C* 
的 函数 (a 可 以 是 有 限 数 或 无 穷 ). MRE FED, (1. DE Z 


<f XG, 9) 1-126, DlaseNe. 


HER, 定 还 1. 1 说明, (@(— 00, 00), B(— 00, 00)), (AP, LB), 
(Pr, 2) 对 于 方程 (1 1) 是 容许 的 ， 当 且 仅 当 方 程 (1) 分 别 对 于 
njer» 


AL, 00), AD, DB, 是 非 临界 的 定理 1.2 指 出, 如 果 (1) 一 
HIERE, WAL, e), (0,00) MF (1. 1 ) 是 容许 的 ， 对 这 
种 容许 对 作 进一步 的 研究 是 极 有 意义 的 ， 读 者 可 参考 Coppell, 
第 五 章 ]、Hartman [1， 第 十 三 章 ] 和 Massera 5 Schaffer [1], 
Antosiewicz[2], 


TV. 2. 弱 非 线性 系统 一 一 非 临界 情形 

AAG Sh BE A Hy A AY HE RA <n REE, 2(p, 0) 
一 VEC e€C': |z| <p, lel <o} 9 (9, a), H(a) E>, o>0 的 
连续 函数 , 它们 对 两 个 变量 都 是 非 降 的 , (0,0) =0, 好 (0) = 0, 又 
Lip(n, M) = (RX Moo, e0) CO": FMA G, x, e), (t, ye) ER 
x 2( 0,0), OSPS po, Vo <eo, 9 ER, g(t, 0, e) |< Clel), 
lg 2, e) —q Œ, y, e) |<n(p, o) Jay}. 

mk aE Zion, INA, Mac, 2,2) 自动 地 属于 B(—oo, 
oo), Rb, HF (tw, e)ERx AC, 0) A lge, e) | <lo, 7) 
x le] +44 (le). WR gE Lip, IOWA, Rs 2, e 在 紧 集 内 时 ， 
q(t, æ, £) IF x, e 而 言 一 致 地 是 二 的 殖 周 期 函数 , 就 说 9 在 
LPNLipn, MA, WRAS g Lip, 如 ) 内 ,并 且 对 所 有 
(i,m, JERK Q (Po 80), B +T, E, 2)=q(t,w €), 就 说 4 在 
PrN Lip, MA, . 

如 果 r0 -ex0 时， 对 一 致 地 成 立 4(f，%，2) 0 与 
3g(t, zw,2) /ee>0, RRR, TRAR M, E g 在 
Zia, OA, 

在 本 节 里 , 给 出 关于 非 线 性 方程 

=A) tglt, w, e) (2. 1) 
HARA AR SARE EER, 这 里 4 在 
Sion, 于 ) 内 ,而 齐 次 方程 (1) 是 非 临界 的 ， 具 体 地 说 , 我 们 证 明 
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是 理 2. 1， 假设 AE Zlo, ©), AOR DPD, 三 类 之 一 ,如 
RIESNZis, 1 内， 又 系统 (1) 对 于 OS 是 非 临界 的 , 则 存 
在 常数 p10, e105 纺 内 的 函数 太 ( e), EM -oat ao, 
O<le|<e) 时 , Æ t,e 的 连续 函数 , et(t,0)=0, 4 O<Je|<e, 
Bh, c*(+, eE DA, lete) | <p, HB a(t, e) 2 (2.1) 的 一 
AH, FAB. DHE DANA <BR D 
= AD, Mill 0< [el Serth mle*(-, 2) Joml[y, Al, 

TH MTHS EHH BO<p. xpi pt, + D, = aED: 
lzi <p), FE 2, 是 Banach 空间 D 中 前 一 个 闭 的 有 界 于 集 。 
对 于 任意 ED, AR gC O RFD, AFRE RAO 
对 于 O 是 非 临界 的 ， 我 们 可 以 考虑 2 在 D 内 的 变换 =x, 其 
定义 为 

w= F7e=Hql-, ae}, €), (2. 2) 
这 里 的 是 由 定理 1, 1 所 唯一 确定 的 算 子 . 根据 定理 1.1 有 
730,708, HA, TES, 中 的 不 动 点 与 (2,1) 在 Z, 内 的 解 
重合 现在 我 们 用 压缩 原理 证 明 , 当 pi 与 |e| 充 分 小 时 ,2 E Dn 
内 有 唯一 的 不 动 点 . 
由 于 & 4 Zipi, M), MF Ce, 2, ERX Q(p..e) 8 
lalt, a, e) Ilg, 2,2) —a(t, 0, e)| + lat, 0, €) | 
Pp, er) et + Me). (2. 3) 
设 丘 是 (1. 8) 中 确定 了 的 常数 ， 选 取 满足 0 和 mi 所 po Cee HF 
BEA pies, AR 
Kin(ey es) pit Mledl<pr. 
对 于 这 样 选取 的 Ph eu 从 关系 式 (1.38)、(2 2)、(2.3) 以 及 2 在 
Zipln, M) 中 的 事实 , 推 知 对 于 D, 中 所 有 xz、 y REOS ei 
<a Me, 
IFEI eK lg e(+), 8) | SK inp, ele] t Me), 
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IF-F SKE lC e)—-a, gC), e)l 
SKN, e) ls—y| <0 le—gl, 
其 中 6<1 是 一 个 正 的 常数 。 因 此 , 当 1el zl 时, 72D, 上 的 
RER, CE D, 内 有 了 叭 一 不 动 点 ， 由 于 atc, 2) 连续， 的 
MAA x*(f,e) 对 -oaio 0x le] <e Mlle 是 连续 的 ， 当 
e=0 时 ,7=0 显然 是 (2.1) 的 解 ， 因 之 2*《(-,0)=0 也 如 此 .定理 
的 最 后 一 个 论点 从 定理 + 1 推出 ,于 是 证 毕 . 
定理 2.1 对 于 方程 

&= Ade + BCE) 4+ h(t, w, 2) (2.4) 
有 一 个 有 趣 的 结论 ; 其 中 : OUR, A HE RX 2 (09, eo) 内 连续 , 并 
且 对 于 【一 ce; 0) 中 的 与 ele 的 :而 言 一 致 地 ,对 x 满足 
局 部 Lipschitz 条 件 ,5 在 多 内 ,系统 (1) 对 于 SRAM. A 
热 , 与 前 面 一 样 , D 是 Ao, 0), ,或 Dr 三 类 之 一 .在 这 
些 假 定 下 , 定理 1. 1 意味 着 

£= A(t) +b) 
EDA AME — MS, i RIAD co, 在 (2. 引 中 令 z=y 
+B, HH 
y= ACD y+ eh yt Rb, PLACA) 9 HAC, Y, e). 

由 于 当 Ot g(1, 多 2) 的 趋 于 零 至 少 有 。 的 线性 函数 那么 快 ， 
Eh g ELip(y, M) B,9(p,0)=0m (0, 0), Z Emo, a) EP, 0 
的 连续 国 数 。 因 此 , HEE 2 1 推 知 (2, 人 7 有 这 样 的 解 2*(#, eb) 
o*t, e, bE DA, et (-,0,b) = Kb, PH 2*Ch,e,8) BC. aie 
有 的 在 D 内 同时 也 在 AD 的 pi 邻 域内 的 解 . 


TV. 3. —A ATER 
LF tL, EBRD, 2 DARTH 
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4° (+, 0), 这 个 解 的 稳定 性 质 怎样 ? 如 果 线 性 系统 (1) 的 特征 指数 
的 实 部 都 不 是 零 , ADERAT CO, e) SO) We = 0 有 相同 的 稳 
定性 质 ， 本 节 的 目的 是 ; 证 明 情况 确实 如 此 , BRA DMR 
近 z(… 和 6) 的 解 的 某 些 几何 性 质 , 讨论 的 方式 与 在 下 64 TER 
点 性 质 所 用 的 方式 相同 .证 明 过 程 几 乎 是 仿 照看 5 节 中 的 相应 
过 程 , 但 是 稍为 复杂 , 这 是 由 于 微分 方程 明显 地 依赖 于 t 的 缘故 . 

为 了 把 方程 化 到 比较 简单 的 形式 , & 

T=w*C, 2)+y (3.1) 
这 里 wz*(*, e) 是 定理 2. 1 中 给 定 的 国 数 。 如 果 # 是 (2.1) 的 解 ， 则 
IE 
=A y t+ pt, y, e) (3. 2) 
的 解 ,这 里 p(t, ye) =9(t, a* G, e) +9, 2) — gae, e), e), 因 
此 , Re E Lil JOA, PE Zam 0) 内 . 为 了 更 进一步 简 
化 方程 , & XC) =P) (PO+T)=P(t), BERERA) 
的 基本 和 矩阵 解 , 又 令 8= PCt)2, mE y 是 (3.2) 的 解 , 则 是 
#=Bz+f(t, 2,2) (3. 3) 
的 解 ， 这 里 f(t, z, e) =P Ep, PO), 2)， 我 们 最 后 可 以 断 
言 , 如 果 DEB, 0), JPR MO, 三 类 之 一 , Hg EON 
Zip, MA, MSE DNZipn OW, RFR (3. 3) 作出 的 
任何 断言 ， 通 过 上 面 的 变换 容易 引伸 到 系统 (2. 1)， 产 生出 相应 的 
结论 . 

Ti, 集中 国 绕 着 (3. 3) 来 讨论 , 并 假定 了 在 Ziga, mi 
短 阵 的 特征 值 的 实 部 全 不 是 零 ， 其 中 个 有 正 实 部 , n-k iH 
负 实 部 ， 如 同 M 6 节 一 样 ,空间 0” TDMA i 

O=C1@C*, Ch=a,0*,Ct=2_C", (3. 4) 

这 里 xi, xr- 是 射影 算 子 , C?、.C* EM PALE k n-k, MEE B 
之 下 的 不 变量 , 而且 存 在 正 的 常数 K a, 使 得 
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jetan z| Ke janz], 60, 
(6) je'n z| < Ke |a_z{, t=0. 
HFC- co, co) PERM o, & 2(t, o, 2°, e) 记 (3. 3) BOT 
aa, a, 2°, e)=2" 的 解 , SK ih (3. 5) 中 的 常数 , 又 对 于 任意 3 一 0， 
定义 
(a) 8(0,8,0)={2"EO":| aa <, |aCtso,2"6)1 <8, t>o}, 
《3. 6) 


(3.5) 


@) U(e,8,2)={2"0": Jage l<e, | alt,0,2",2)| <8, <0}. 


还 令 BY 记 {zE0*: | z]<p}, 
定理 3.1. MR fE Sins, OK, i BOTAN BRE 
$, 则 存在 6 一 0, e0, B>0, 使 得 对 于 (一 cs, 09) PER o 与 清 
是 0<ie|<si 的 任意 。 映射 +- 是 出 SCo, ô, e) WGC )N 
Bi nxt, S(o,6,0) ÆFA aC" HH, 而 且 对 S(o, ô, e) 
中 任意 的 2 
jelt, 0,2, IER [rate er, tee 3.7) 
映射 r, Eh Ulo, 8, 2) A aC") BF nr HOU, UC, 3, OEF 
ARG 2.0" 相 切 , 而 且 对 U (o, ò, e PEER 2°, 
lell, or 2°,e)|<2K |a|, ta. (3.8) 
#L5b, 如 果 9 (+, o,e): (a C°) BS ar eS, 6, e) BIE a 
的 逆 映 射 , 则 gC 0, eo 2. HUE Lipschitz ff, Lipschitz % 
数 是 2K, 如 果子 在 APN Lip(n, OA, Wg r, 020 的 殖 周 
MAR, 其 加 法 群 包 含 在 MSIN, mE fE PNL, OW, 
则 9(z-, coco 的 周期 为 了 的 落 数 ， 同 样 的 结论 对 于 由 Ua， 
ò, e) ACO") BY ax KIIRE +; HO Re 
在 证 明 这 个 定理 之 先 ， 让 我 们 对 它 的 几何 意义 与 某 些 结论 作 
一 些 说 明 。 附 图 3, 1 在 使 下 述说 明 形象 化 方面 可 能 是 有 用 的 ， 对 
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图 IY.3,1 


于 任意 oE( 一 eo, cc), RA lo} x5(o,6, AR HER, 对 于 
任意 rE[o, t], z(t,0; 2, 2)=2(t, T, 2 (t, 0,278), €), Aik, 
(3. 3) 的 初始 答 在 {o} x Slo, è, 9) 内 的 任何 解 对 于 使 =-s(r,o， 
2°, 2) 的 范 数 小 于 56/2 的 任意 r>, 必定 会 穿 过 {r} x S(r, ð, e), 
由 于 可 能 不 是 对 所 有 r+ 之 o 都 如 此 , 因此 对 于 所 有 0E{ 一 2, 0), 
{o} x Sa, 6,e) 的 并 集 在 下 述 意义 下 可 能 不 是 一 个 积分 流 形 : tE 
何 初 始 值 (z, 2 在 此 流 形 上 的 解 的 轨 线 , 对 于 所 有 # 之 * 仍旧 在 此 
RWL B-A, 这 个 并 集 可 以 这 样 来 拓展 成 为 一 个 积分 流 形 ， 
把 集合 {0} x Slo, 6, 拓展 成 集合 {o} x S*(g,6,8), 这 里 
S*(g,6,2) =S(0, 8, €) U {2:2=2(0, t, 2°, 28), 
MF Kr <o, (r, 2°) 在 {r} x Slo, d, eh. 
于 是 {o} x Slo, 6, 2) 的 并 集 SC, 2) 3. 3) 的 一 个 积分 流 形 . 由 
于 在 这 个 流 形 上 的 所 有 解 当 too 时 趋 于 零 ， 而 且 它 们 是 时 间 增 
大 过 程 中 仅 有 的 落 在 等 的 某 个 邻 域 里 的 解 ， 因 之 这 个 流 形 被 正 
确 地 命名 为 稳定 积分 流 形 ， 用 同样 的 方式 定义 集合 
U*(g,6,e)=U(0,6, e) U {2:2 =2(0, T, 2°, 8}, 
、 RFE r>a, (r, 2") Eft} KU, ô, eA} 
与 不 稳定 积分 流 形 UU(6, e), 集合 8(6,e) 与 5(6,e) 都 是 超 曲面 ， 
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DMEF Rx BY* 5 Rx Bi, HA SCS, e) NU, eT t HA, 

SOR EF, 上 面 的 说 明 意 味 着 (3, 3) 的 解 =O MT else, 
HEE Eo, ce) 是 不 稳定 的 ， 根 据 (3.7), 如 果 天 一 0，(3. 3) 
的 解 z=0 对 |s| 和 oa i tool 是 (一 cc, mo) AM HE BB) 是 
ZANTEZ. 

POR. 3) PHBE f AIH, 由 一 只 取 实 初始 值 所 定义 的 集 
& S(0,6, 2) 5 U (0, 6, aE BF 内， 如 果 系 统 (3.2) 是 实 的 , 则 
若 要 求 对 所 有 iA POAT) =PO), (DAA XC) 不 一 
定 能 用 都 是 实 的 已 (1 与 e Sr HERXC) = PCE” CLL 7 Fi), 
另 一 方面 , 如 果 只 要 求 对 所 有 1 有 P(t +27) = Pt), 则 又 可 选 定 
这 种 形式 的 实 分 解 式 . 在 这 种 情况 下 ， 系统 《3. 3) 将 是 实 的 ， 但 
PERO PEP, Lipa, OA. f MAF Pa NLip, 0). 这 意 
ERRA Slo, 6, e)5U(a, 5, e) 对 于 og 和 将 是 周期 为 2T 而 非 人 的 
周期 性 集合 . i 

在 定理 的 陈述 中 没有 断言 So, ð, e) 在 零点 与 #4_C" 相 切 . 
这 可 能 不 对 , 因为 了 (# ye) 可 能 包含 8 的 线性 项 ,此 项 当 e->0 时 
仍然 趋 于 零 ， 由 于 扰动 项 f(t, 2 e) 可 能 明显 地 依 闵 于 t, 故 定理 
3. 1 显然 是 定理 下 . 6. 1 的 一 个 有 力 的 推广 ， 

定理 3.1 的 证 明 由 于 这 个 定理 的 证 明 如 此 相似 于 定理 
1.6.1 的 证 明 ; 没有 必要 给 出 细节 , 而 只 需 指 出 差异 之 处 . 用 与 引 
理 6.1 的 证 明 相 同 的 方式 ,容易 证 明 ,对 于 (3., 3) 的 在 [o, cc) 上 有 
FHERR 2( 1), 必定 存在 *-EC= ,使 得 

ab) =e? z+] eaf, 2(s),e)ds 
+ [ema fl to, ets), 2)ds, ime, (3.9) 


又 对 于 (3.3) 的 在 (一 =,0] EAR HERR 20), FE z607, 
使 得 
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a(t) =e" Oz, t 人 os， 2{s), eds 
+f’ eq _f(its,z(t+s),eds, t<o. (3.10) 


我 们 首先 讨论 对 于 r-C" 中 任意 的 z-, (3.9) 在 [0, <=) 上 的 解 

的 存在 性 .对 于 任意 *EC"*， 存 在 常数 K, E lr] <E lel, 

1r-z| 安民 lzi， 如 果 百 ,% 是 (8.5) 中 给 定 的 常数 , ?是 f(t,z, e) 
XF z f Lipschitz 常数 , 可 选取 ô, e, 使 得 

4K Kn (6, ed) <a, 8K*K mh, e) < 一 3a. (3.11) 

用 这 样 选 定 的 8,ei, 对 于 x.C* 中 满足 |z-|<6/2K 的 任意 

z, 定义 Glo, 2, AERAR zi[o, 0) >C* 的 集合 , 在 其 中 

lz|= sup |2C#)1<6, Xx z(o)=2., Glo, z, 8) 2H HAE 


(or, CO)BRA 0" 的 有 界 连续 函数 用 一 致 拓 朴 所 成 的 Banach 空间 
的 亲 有 界 子 集 ， 对 于 乡 (w, *-,6) 中 任意 的 =, 把 9z 定义 为 


(F 2) (4) =e" -z4 f eB- a _f (s, 2(8), elds 
+ etta, fits, z(t +6), 0)ds, t>o. (3.12) 


CEREAL 6. 1 的 证 明 中 一 样 ， 利 用 压缩 原理 可 证 明 ， 当 
lelkek, F ARERIA 2*(-, 0,2, E), 2*€-,0, 0,2) =0, 
2* (t, O, Zo, 2) 连续 地 依赖 于 t,o, 2_,¢, 而 且 对 于 eo 

[2*(#,0,2-,8)—2*(f£, a, Z_, £)] <2Kexp| =2G—2)]| zm- 
(3.13) 
从 5(o,6, e) 的 定义 与 上 面 关于 2*(-, o, 2,2) 的 作法 , 推 知 
BF lel<e 
S(a, 4, e) ={2t2=2"(0, 0, 2, €), 2. 在 (z-C A Boza 内 } 
(3.14) 
从 关系 人 3. 14), (3. 13) 以 及 2*0, 0,0, 0) =0 mE, 推出 关系 
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式 (3. 7), 其 中 B=a/2, 如果 我 们 令 gleo, e) =2* (0,0, 2,8), 
则 
Ian o,e) =a 4 fie Ma flots, sro +s,0, 2, e), eds. 
(3, 15) 
REZA I.6. 1 的 证 明 中 一 样 ， XT (+00, 00) 任意 的 0 与 
Jel Sen, 有 
I9(a_,0,6)]—|9(%, 0, 2) | > 


这 说 明 gO, o, e) h CaO) NBr A Slo, ; 8) 的 一 对 一 的 映 
射 。 由 于 这 个 映射 的 逆 映 射 是 x-, 因而 是 连续 的 , aE, 
还 容易 求 得 下 述 估计 ; 


layat (ag, ze) < 


l-75 L 


EIE 2K | 21, fel) lel. 


WF azto, o, 2,8) 一 2-, 从 六 的 性 质 推 知 S(o, 5 0) 在 零点 与 
x-_O" FAD), 关系 式 (3. 13) 意 味 着 集合 Sc, ð, 0) 是 一 个 Lipschitz 
WE. 

现在 假设 了 在 .2 站 2ip(?，0) 内 ， 我 们 来 证 明 So, ô, e) 
的 表达 式 g(s-,o, Vo MAA MBR, RMA ae mA, 
根据 (3. 5), 必须 估计 x*(o +s,a,z-，e) 一 一 作为 0 与 的 隙 数 . 
为 了 简化 记号 , 令 2(t,0)=2* (t,o, z, e), Flt, 2)=fU, 2, £). 
zott 0) BAER 


a(ott,o) =e z_ +f ez flats, zlo +s, o))ds 


+f. en f Co tis, 2(ot+t+s,o)ds, (3.16) 


我 们 的 目的 是 说 明 如 果 了 在 DN Lip(, A, z(o +t, 0) 就 是 

0 的 歼 周 期 函数 ， 假 设 {rm}(m 一 1，2，…) 是 任何 这 样 的 实数 序 
列 , 当 moe 时 ,对 于 |z| 志 5 而 言 ,在 (一 <2, 09) L—- Beebe FEH 
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Tmo 2) — f(E, 270, MBs, T, tr) = |ala tit ta, OFE) 一 
z(a +t, o) |, MN (3. 16) ROR 
ut, o, ra) SEK ett- (Ò, euls, O, rm)ds 


+ KR | en, eutso, rade + EEn, 
o 


这 里 Ym =sup |f(ettm,2)—f(s,2)|, AAREAGAD, F 
tale 


SB UMA MA ult, 0, tn) SAKK Ynja, HF moot pa > 
0, 推出 moot a(t, o, tm) > 0, 因此 附录 的 定理 8 意味 着 z+ 
和 OA MAMAS, mike f 的 加 法 群 内 ， 特 别 
Hh, glg, e) =2* (0,0, 2, ORMER EE mif] AHA 
期 函数 . 

GOR f EZ N Zip OA, Wea FAG. 16) 的 解 的 唯一 性 
直接 看 出 z(o +t+?, ot T)=2(o+t, o) MMA ot RA, ALL 
对 所 有 0 有 9g(z-, 0 十 T,2)=g(z-,0, 2), 

依照 与 上 面相 同 的 方式 , 可 以 用 (3. 10) 证 明 关于 U(o,6,2) 的 
断言 ,定理 证 毕 ， . 

说 明 上 述 结果 的 一 个 简单 例子 是 强迫 van der Pol 方程 

二 
&y= —2,+k(1—aj)a, + eg(t). 
这 里 的 & 二 0 与 。 是 实 参 数 ,而 9 在 以 多 内 ,如 果 z 二 (v1 sa) 这 个 
系统 是 (2. 1) 形 的 , 其 中 


0 1 0 

a| 2 it e e) = [estes egi) } 
WF EEO, 4 的 特征 值 的 实 部 不 是 零 ， 而 4 E LPN Lipa, My 
Ai kB) =F pr BBR), 型 一 2 suplec+)|, Bk, 由 


定理 2.1 推 知 存 在 pt>>0, e:>-0, (EARS. 17) Ae Re" Ct, E), 
*191， 
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m[n*(+,2)]Omig],0*(+,0)=0, XT MRRE r == 的 pl 
邻 域内 的 唯一 解 ， 由 于 eco m 4 的 特征 值 是 负 实 部 的 ， 而 0 
时 特征 值 是 正 实 部 的 , 定理 3.1 断言 解 2*(4,，e) 当 <<0 时 源 近 稳 
E, H k> 时 不 稳定 . 

当 c= 了 时， 我 们 已 在 定理 了 L 1.6 中 看 到 van der Pol 方程 
MER b> 0 有 了 崔 一 的 渐 近 和 轨道 稳定 极限 环 . 这 在 凡 何 上 意味 
着 在 (zu & 由 空间 中 由 级 限 环 生成 的 柱 面 是 渐 近 稳定 的 。 因 此 ， 
直观 上 很 明显 (也 可 以 很 精确 地 说 明 }， 当 。 涉 时 必定 有 这 个 柱 面 
的 一 个 邻 域 , (3, 17) 的 解 只 进入 它 而 不 离开 它 . 这 个 “稳定 "的 邻 域 
确实 比 上 曾 确 定 的 歼 周 期 解 **(.，s) 有 意义 ， 因 为 当 &>0 时 
z*《，,2) 不 稳定 ， 讨 论 在 这 个 邻 域 里 发 生 什 么 现象 , 要 比 上 面 对 殖 
周期 解 的 分 析 困 难 , 将 在 第 三 章 说明 它 . 


Ty. 4， 较 一 般 的 系统 

对 子 前 面 各 节 的 结果 的 第 一 个 有 意义 的 改动 ， 是 考虑 参数 e 
以 不 同 于 {3. 1) 的 方式 出 现在 系统 中 ， 

ERE 

e= Al t)r, (4.1) 

这 里 *>0 是 实 参数 , 而 4 属于 多 r， 一 般 地 说 ， 几 平 不 可 能 对 抵 

阵 4 确定 必要 充分 条 件 ,以 保证 对 于 某 个 区 间 0<s<eo 的 所 有 e 

言 ,系统 (4. DMF B(—oe, 0), SPR Mp 三 类 之 一 是 非 临 
界 的 . 另 一 方面 , 如 果 4 LMM, 下 述 结果 正确 . 

引 理 4.1. 如果 4 是 常 矩阵 ,而 20>0 是 给 定 的 , 则 当 O<e< 
eo ABE (4. IMF B(— co, 00) (或 AD) (或 Pr) 是非 临界 的 ， 
当 且 仅 当 4 的 特征 值 的 实 部 都 不 是 零 ， 

证 明 由 于 4/e 的 特征 值 是 4 的 特征 值 的 1/s 倍 ,从 引 理 I 
显然 推出 关于 B(—co, 00) RK 多 的 结论 ， 此 外 根据 引 理 1， 
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(4. DMF Dy 是 非 临界 的 , 当 且 仅 当 det[ erp (A/e) 7) #0, 
即 当 且 仅 当 对 于 4 By Ae EAB A, AT / ee keri, k= 0, +1, 1., BH 
果 对 所 有 4 有 Reto, WERT BRM, ROT 
A= io, o 是 实数 , 则 这 关系 成 为 e 交 wT/2kx,k=0, +1, =, F 
一 个 区 域 [0, eo] 中 的 所 有 e, 这 些 关系 显然 不 可 能 完全 满足 、3 引 理 
证 毕 . 

引 理 4.2。 mR ARM, DR B(—co, 00), APR DP, 
三 类 之 一 , 又 当 ceat, 系统 (4.1) 对 于 名 是 非 临界 的 ， 则 系 
统 

eb=Aetf(t), JED (4.2) 
EDA AMR AH S0<e<eo), BPH DD eh — DER 
线性 映射 ,并且 有 K> OCG e ER) EBM O<e<eo MH, [MF [< 
KI. 

证 明 ”由 假设 与 引 理 4.1 推 知 4 的 特征 值 的 实 部 不 是 零 ， 如 
果 zr 一 cpg(z) =0(r/e), ge) =f(e/e), W s (4. 2) ARB, MI 


dy 
a7 48 +9Cr). 


这 里 g€B(—ce, oo), 由 定理 1. 1 HEN TEEME— AEA 00, 
co), EMERGE, HAIX <KI gl. HE lol = Fl aw. 


def 


一 Wg RS EEA, 

AA. ERR 4 的 特征 值 都 是 负 实 部 ( 正 实 部 ) 的 情况 下 ， 
讨论 €> 0 时 (4.2) 的 解 趋 于 方程 4x+f( 和 =0 的 解 的 方式 如 
果 了 4 的 特征 值 既 有 正 实 部 的 又 有 负 实 部 的 , 将 发 生 什么 现象 ? 

MIE 4.2 和 与 在 定理 2. 1 及 3. 1 中 相同 的 证 其 方法 ， 可 把 
这 些 定理 的 结果 直接 引伸 到 系统 

e@=Ax+fCt,@, e), (4.3) 
这 里 了 满足 与 这 些 定理 中 所 叙述 的 条 件 相同 的 条 件 。 
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HTS, PMR TR, BBA aE 
部 不 是 零 ， 令 ra，m-_ 为 身 彩 第 子 ， 它 们 把 C" 分 别 映 到 4 的 正 实 
部 特征 值 , 负 实 部 特征 值 所 对 应 的 不 变 子 空间 ， 又 设 K, % 是 正 的 
常数 ,使 得 ` 
let*n_wi<Ke*', t>0, 
fetta t| Ke, 0. 
对 于 (一 co, oe) 内 任意 的 o， 令 elt, o,a, 2) 18 (4.3) RE slo, 
o,a, e) = 2" 的 解 , 又 对 于 任意 5>0 与 任意 函数 6: RC, 令 
(a) SC¢, 0, 6, e) = {e =2*— (a) EC: |n [e—a] 


6 
一 了， [s(t, 0, 2", 8)— $0, t>0}. 


(4.4) 


(4.5) 
(b) UG, 0, 6, e) = {x =s — h Ca) EC": |a Ler —6(0)]} 


<S lelt, o, 2, e)— b(t) cs, iay, 
换 句 话说 , 8(4, a, 6,e) 是 (4.3) 的 这 些 解 在 0 的 初始 值 的 集合 , 它 
们 的 x- 射影 在 -$8(0) 的 O/2K 邻 城内 , 对 于 所 有 to, ERE 
BEM $(2) 的 5 BRA, Ma. 与 图 c， 可 以 相似 地 陈述 
Ulga, ð, e), WRI BY WAE: e<) MTERA 
X. 

ER 4.1. BIRDE Ao, co) APR Pr 三 类 之 一 .如 
RS EDN Lipi, IOK, TARRE 值 的 实 部 不 是 零 ， 则 存在 
ti>0, el>0 8>0 与 这 样 的 函数 xz*(t, e), BEE otc, 0< 
eel 上 连续 ,xz*(4, 0) 二 0,2*《*, EDA, exe ple e) 
<ô, 使 得 x*(#,e) 是 (4.3) 的 解 ,并且 是 (4.3) 仅 有 的 在 纪 内 模 <6 
的 解 ， 如 果 D= ot D, 则 O<e<e, 时 mirt C, elom[f], 

此 外 ， 上 映射 +- Eh S(z*(>, e), 0, 5, e) (a_C”) Q Bior 的 
AM, Mo<e<e, 时 , HFE alo, 2) CS (a (+, e), o, d, 2), 
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有 
lat, oa", €) 一 外 €) |S2K hæ [z a" (0, e) etto 
to. (4, 6) 
映射 x+ 是 由 Ula CO, e), 0,0, e) Bt. 0%) N Bix 的 同 胚 , 当 0 一 
ese it, HER eat (oc, e) EUC, e), 0, Â, e), 有 
lee, o, 2°, e) ~a* (t, ©) | <2K |a [e—a (o, e)]| e, 
t<o. (4.7) 

Br +, 8) DRA RE TE IG SA Fe ERIE ISH o 的 依赖 性 众 与 定理 
3.1 中 所 陈述 的 一 样 ， 

上 述 定理 的 证 明 中 与 定理 2. 1 和 3. 1 的 证 明 仅 有 一 点 不 相同 
即 结论 是 在 闭 区 间 0<e<el 上 而 不 是 在 区 间 O<e<e, 上 作出 
的 .对 于 区 间 0<e<e, 证 明 与 前 面相 同 , 而 从 证 明 本 身 可 以 观察 
We>0 时 sz*(,e) 一 0， 如 果 我 们 定义 z*(., 0) =0， 显 然 它 将 是 
osese 上 的 连续 函数 . 

引 理 4. 3， 如 果 4 是 常 和 矩阵 , 又 ee>0 是 给 定 的 ， 则 系统 

=e (4. 8) 
H 0<e<e 时 对 于 Ao, co) .xP 是 非 临界 的 ， 当 且 仅 当 
A 的 特征 值 的 突 部 不 是 零 ， 存 在 eo>>0, 使 得 系统 (4. 8) 当 O<e< 
to 时 对 于 My 是 非 临界 的 , 当 且 仅 当 det4 +0, 

TA 第 一 部 分 乃 是 重 述 引 理 1， 此 外 ,从 引 理 1 推 知 (4. 8) 
对 名 a 是 非 临界 的 ， 当 且 仅 当 对 于 所 有 w=0, +1, R 所 有 使 得 
4=iw 是 有 4 的 一 个 特征 值 的 有 eoT + 2k7, 如 果 名 二 0 不 是 4 的 
特征 值 , 总 存在 ao>0 使 得 0<e 扎 eo 时 此 不 等 式 被 满足 ， 如 果 o 
=0 是 特征 值 , 决 不 会 有 这 样 的 eo 这 就 证 明了 3 引 理 . 

习题 4 2，、 对 于 [0, =) 中 的 什么 值 ,系统 (4. 8) 对 于 Zr 是 
非 临界 的 ?7 对 于 哪些 复数 e, 系统 (4. 8) 对 于 名 Fz 是 非 临界 的 ? 

引 理 4. 4， 如 果 4 是 常 矩阵 , De Blo, 0), ADR Pr 
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三 类 之 一 ,又 当 Oe eo 时 系统 (4. CMF DIMA, 则 系统 

#=e(Aet+f(t)), JED (4.9) 
当 0<e<o EON AEM US, BP NDD BBR 
性 里 射 ,而 且 存在 久之 0( 与 。 无 关 ) 使 得 当 0<e<eo 时 ,1%.f|< 
Kifl. 

又 如 果 了 在 AOR MIN. SESE RFD) 内 ， 则 当 
20 HESS 10. 

证 明 由 于 假定 (4. 9 对 于 包 是 非 临界 的 ， 害 理 1.1 AER 
0<e< eo ERRIERTA, 前 存在 性 ， 当 外 是 到 (一 co) 或 
AD 时 , 引 理 中 说 到 的 下 的 存在 性 答 如 引 理 二 2 的 证 明 中 那样 来 
验证 ， 如 果 一 2 对 于 特殊 情况 (4. 9), ARG. DPEN, 如 
下 

HYD = [ele Te f+ ods, Oeeo. 

(4.10) 

由 于 [er 一 门 -1 是 满足 O<e ee MY e ERB BAS 当 
0<e<<eo 时 连续 ， 现 在 我 们 说 明 由 (4.10) 定 义 的 6. 当 e>0 时 
有 极限 ， 由 于 系统 (4. 3) 对 于 Pr 是 非 临 界 的 , 引 理 4.3 意味 着 4 
EARI, Sh lim elet] AT), RRNA, 
在 (0, o] 上 一 致 有 界 , 于 是 证 明了 引 理 的 第 一 部 分 - 

为 了 证 明 引 理 的 后 一 部 分 ， 令 z=y 十 e| Fy 将 满足 方程 

y=Ae(y + eaf f} 

把 引 理 的 第 一 部 分 应 用 到 这 个 方程 ， 可 说 明 当 。>0 时 以 (或 
2n) 内 的 唯一 解 趋 于 零 , 引 理 就 证 明了 . 

对 于 SELD, È 在 oz 内 这 一 条 件 等 价 于 说 了 的 积分 有 有 界 ， 
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特别 又 意味 着 
MEF tim f(s)de=0. (4.11) 


在 第 Y 章 中 ， 我 们 将 说 明 为 作出 与 引 理 4. 4 的 后 一 部 分 相同 的 结 
论 , (4. 11) 已 是 足够 的 了 . 

习题 4. 3， 讨 论 (4, 9 的 解 趋 于 方程 t= MAK, EF 
周期 或 周期 的 情况 下 ， 对 于 为 什么 上 有 和 办 时 (4.9) 的 所 有 解 趋 于 
= 0 的 零 解 , 你 能 说 出 除开 引 理 4. 4 所 讨论 的 以 外 的 任何 理由 吗 ? 

从 引 理 4,2 和 与 定理 2,1 及 3,1 中 相同 的 证 明 方 法 ， 可 把 这 
些 定理 的 结果 直接 引伸 到 系统 

b= e(Aat f(t,a, 2)), (4. 12) 
这 里 了 满足 与 这 些 定理 中 所 叙述 的 相同 的 条 件 ， 

这 个 结果 是 下 一 章 中 介绍 的 平均 法 的 基础 ， 为 了 以 后 考虑 时 
用 , 因此 详细 地 稻 述 它 , AF #4, 5-, 常 数 五 ,& 与 集合 Sl oð, 
e),U(¢, 0, ô, e), BRES (4. 4 和 (4. 5) 中 给 出 的 相同 . 

定理 4.2. REDE ZC), LORD ERZ, 

当 ocea 时 ， 系 统 (4. 8) 对 于 疙 是 非 临界 的 如果 on 
Zip MA, MEE O>0, >0, Pro S— Ti 
a*(t,e), CÈ i, e Wi —octcc, O<exey int iy RH MR, 
2*,0=0, c. ED A, exe Ileal ejas, 使 得 
a*(t,e) 2% (4.12) 0, FFE IDRAM EDA ERO 的 
解 . 如 果 O= AP, Wee Hf mlar(-, Cm, 

此 人 外， 如 果 4 的 特征 值 的 实 部 都 不 是 零 ， 则 映射 <x- 是 由 
S@*C, e) a, 6,2) 8 a- C91 Blox HAR, H cese 时 ,对 于 
所 有 一 2**(0,2)ES(w*(*,e),0,6,z), 有 

|x (4,0, 8, e) —a*(t, e) |<2K|x_[a7—2* (a, e)] eM, 
ie, (4. 13) 
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映射 a EHU (+, e), 0,6, OPAC Bins BRB, 4 0< 
ce 二 1 了 时, 对 于 所 有 ww 一 #*(0,e)EUV(w*(*,5),0,6,8), 有 
ja(t, o,a°, e) —E* (t, £) | <2K |x [eat 0, e) 1/6, 


txo. (4.14) 
xz*(，，2) 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 对 于 o 的 依赖 性 恰 与 定型 
3.1 中 所 陈述 的 一 样 ， 
FASIA 4. 4 后 面 的 说 明 , 客 易 看 出 在 系统 
è=e(Arth(t) +f (t,e, e)) (4. 15) 


是 周期 或 驹 周期 的 情况 下 ， REMUJ=0 与 | IER RM42 


结论 仍然 正确 , 还 容易 把 定理 4 2 引伸 到 了 = 了 (#,z,s, 4) 的 情形 ， 
这 里 的 向 量 。 = (e, 4) 其 小 . 
习题 4.4. 考虑 方程 
&= At that) + f(at,a, e), (4, 16) 


这 里 o 是 大 参数 ,4 的 特征 值 的 实 部 是 负 的 天 在 Sn 内 ,| 2(e)ds= 


2 而 了 在 PrN Lipia, MA, 假设 定理 4 2 当 了 依赖 于 多 于 一 个 
的 小 参数 时 正确 , 试 证 明 存 在 a0, el 一 0， 使 得 (4. 10 Pra 
内 有 一 个 浙 近 稳定 的 周期 解 2*(+,@,e), 这 里 oo 0 一 11 和 en 
Ry woo, 20 hhe, o,e) ->0, 特别 地 ,请 考 虚 强 迫 van der 
Pal 方程 
Bi =m, 
d= ~at k(l —af a, t eg (ot), 

这 里 5 二 0,9 在 2z 内 而 | g(e)ds 有 界 ， 

利用 引 理 1,42 与 4.4 和 定理 2.1 的 证 明 方法 ,对 于 上 述 各 
SFG A RH» 可 以 证 明 下 述 一 般 结 果 . 


E13. BRRDED(—0, 0), ADR Pr 三 类 之 一 ,4 是 
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nR, X u= (z, 9,2), RBM g, y, 2 SHE m, nom PAB, 


F=f( t, u, e)= (X,Y, D EZN Lipi, MW, e= (8,7), u ÆR - 


HAE, B Er 内 的 nxn 矩阵 ,而 4、C SPR n, nxn 
EE ERRA 
e=pAr, g=BCt)y, pè=0z (4.17) 

当 ocus po MM PORE, EER Re 01>0, wy >0, v 
>O 与 这 样 的 函数 utl, e), BM —coct coo, Ause Oir] 
<v HE E e 的 连续 函数 , w* (8,0) =0, u*(-, e) EDA, lut, 
e) |< prn ER ut, ORE f 

è= plAx-HX (t, a, y, 2, eT, 

Y=B)y +Y (t, a, 4, 2, €), (4.18) 

He=C2+Z(b, x,y, 2, €) 

的 解 , 而 且 是 (4. 18) RAW EDA IER<o, 的 解 ， MRD= AD, 
则 0<u<p1,0<|y|<» Bf miu C, e) Jmf, B]. 

(4. 18) BORE u" C, e) 的 稳定 性 质 用 与 第 3 节 恰 好 相同 的 方式 
Hie. BuO, e) 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 可 以 像 定理 4. 1 和 4. 2 
中 那样 来 描写 .特别 地 , 如 果 AC 的 所 有 特征 值 实 部 是 负 的 ， 又 
=B )y 的 所 有 特征 指数 的 实 部 是 负 的 , MAR uO, e) 指数 浙 近 
稳定 ， 如 果 在 4 或 CO 的 特征 值 或 =B 的 特征 指数 中 至 少 有 
一 个 是 实 部 为 正 的 , MURR UC, ORAE. 

如 同 早先 所 提 到 的 , 很 难 除去 (4. 18) 中 4 是 常 矩阵 这 一 良 制 . 
易 一 方面 ， 却 可 容许 0 为 # 的 函数 ， 比 方 说 C=O(E)， 但 是 要 求 
CC6b) 的 特征 值 4( 纪 的 实 部 有 界 , 或 者 更 一 般 地 要 求 

C(t) = diag (DC), E), 
这 里 DCD 与 (4) 的 特征 慎 的 实 部 有 界 ( 不 必 同 号 ). 关于 按 本 节 
精神 讨论 问题 的 参考 文献 , 请 见 Plale[ 6]. 
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IY. 5。 有 共有 大 阻尼 与 大 强迫 力 的 Puffing FE 
考虑 方程 


Frey ty tedby>=Beosvs, (5.1) 
这 里 ce 一 0,. be, 卫 与 ?>0 都 是 常数 ， 它 的 等 价 系 统 是 
g=2, 
(5. 2) 


ż=—y—ez— eby? + Beosyt. 

将 用 本 章 的 方法 与 关于 二 次 型 的 某 些 初等 事实 来 证 明 ， 存 在 
ro 0 EM PER rere FE eo==eolr)>>0， 使 得 系统 (5. 2) 
在 中 心 为 零点 半径 等 于 7 的 圆 盘 Ba ME i A E a/v 的 
周期 解 . 这 个 解 是 一 致 渐 近 稳定 的 , 而 (5, 2) 的 任意 初始 值 在 B? 内 


MR t> co 时 必定 趋 于 这 个 周期 解 . 
考虑 线性 非 齐 次 系统 
“* 6.3) 
ż=—yg—ez+Bcosvt, 
出 于 齐 次 方程 
ue (5.4) 
ż=—y— ez 


的 系数 矩阵 的 特征 值 的 实 部 是 负 的 ,定理 1. RRAS. 3) 有 周期 
Hy only 的 唯一 解 . 如 果 用 g(t), LHO 来 记 这 个 解 ， 则 把 变换 
y=) +a, z=) +0 用 到 (5. 2), 得 到 等 价 系统 

a=otefi (tu, v), 

b= —u—cutef.(t,u,v), 
RBA fee t AMD 20/y 的 周期 函数 ， 对 tu, o 连续 , Hu, 
o ERTH. KERERE f= 0, f= dln) tu) 但 为 了 符号 
方便 , 却 考虑 比较 一 般 的 系统 (5. 5), 

由 于 o> 0, 由 定理 2.1 推 知 有 pi 一 0 He >0, KAAS 

el 时， 系统 (5.5) 在 圆 盘 B, 内 用 唯一 的 周期 为 2r/> 的 周期 解 
+ 200， 


(5.5) 


(uk (t,e), 0° Ch, e)), 这个 周期 解 是 一 致 新 近 稳 定 的 , HF Bw Ci, 0) 
=0=0"(4,0), 为 了 对 (5.2) 证 明 上 面 提 到 过 的 结论 ， 只 要 说 明 
OF ERAT A B? 和 B (rar), 可 能 找到 ez 一 0， 使 得 (5- 5) 
HDE 加 内 的 任意 解 终 将 进入 并 且 留 在 圆 盘 BPA, a 
上 , 假设 ro 是 这 样 的 ， 使 (5 Dh gC e) =p) Fu" C, e), 
a*(6,0)=2°(4) +o" Cs, 8) 给 出 的 周期 解 (y*(t， 2)，z*(8,e)) 当 
0<t<2rjy Glel<e, MSE BIA, Merco, MEER Hr, 
选取 eolr) =min(es, e1), 就 给 出 了 所 要 的 结果 . 
现在 我 们 证 明 关于 (5. 5) 的 断言 .由 于 线性 系统 (5. 4) 是 渐 近 
稳定 的 , 直观 上 显然 应 有 一 由 围绕 原点 的 椭圆 ， 使 得 (5. 4) 的 解 在 
时 间 增 大 的 过 程 中 从 这 些 粮 加 的 外 部 穿 过 边界 到 达 内 部 ， 如 果 情 
况 如 此 , AFERA ZRIN, 可 以 选取 这 么 小 的 。, 使 得 (5. 5) 
的 解 沿 着 与 线性 系统 (5. 4) 相 同方 向 穿 过 椭 加 的 边界， 现在 实际 
作出 这 族 椭 加 ,来 把 这 些 想 法 精确 化 . 
考虑 二 次 型 
Fu o) tee y uv Set, (5.6) 
这 个 二 次 型 是 正定 的 ， 而 且 这 个 函数 的 水 平 曲线 是 中 心 在 原点 的 
HE. V 的 沿 着 (5. 5) 的 解 的 导数 是 
Pie oat 42 Es tuft of + ot | 
(5.7) 


y(u, a) Sey 


对 于 任意 正 的 7、7i <r), & 
RERE Hei > co, 使 得 包含 在 曲 
BV (u,v) =e, FV, v) =e. 
间 的 区 域 忆 包含 在 项 盘 BP Bw 
边界 之 闻 的 区 域 ( 见 图 5. 1) R 
Vu, o PAPER A V (uv) =e E Æ 1.5.1 


Fin 0) = Cz 
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时 min +o) =a, Wao, METLA e.>0, 使 得 对 于 
0 和 1e| 和 ea —ooc took MAU PHY (a, 0), (5.7) 的 右边 小 于 
0/2. 对 于 如 中 任意 的 (wo, v), (5. 5) 的 满足 x(0) =u, v(0) =0° 
ROAR u(t), OCO BE V Cu, o) =e, 的 内 部 , 并 且 满足 


V (u(t), OED) <V (ul0), 0(0)) +f Fae, v(s))ds 


<V (uO), 0(0))— FE 


FV EO AEN, MDT RAE Vu, =o, EA 
机 >>0, 使 得 Vlw《#), oI A t WERE V (u, 0) = 02 的 内 
部 ， 这 就 证 明了 结果 。 
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HVE 简单 振动 现象 与 平均 法 ， 


在 第 工 章 里 , 说明 怎样 用 Poincaré-Bendixson 理论 来 确定 二 
维 自治 系统 周期 轨道 的 存在 性 与 稳定 性 质 ， 对 于 高 维系 统 甚至 二 
维 非 自 治 系统 ， 第 正章 的 方法 在 讨论 周期 解 或 列 周 期 解 的 存在 性 
中 没有 助 益 ， 

ER IEE, 对 于 由 任意 阶 线性 系统 经 过 扰动 得 到 的 微分 方 
程 系统 , 讨论 了 周期 解 与 列 周 期 解 的 存在 性 ，、 另 一 方面 , 假定 了 平 
凡 解 是 线性 系统 仅 有 的 属于 所 希望 的 解 类 的 解 ; 也 就 是 说 , 系统 是 
非 临界 的 ， 但 在 应 用 中 经 常 遇 到 系统 的 线性 部 分 含有 非 平 凡 周期 
解 与 系统 对 于 某 类 强迫 图 数 是 临界 的 情形 ， 第 IY 章 的 方法 不 能 
直接 应 用 到 这 些 阿 题 ， 然 而 ， 可 能 有 适当 的 变量 变换 把 临界 系统 
引 到 第 IV 章 的 框架 内 .这 王 是 在 下 面 第 8 节 讨 论 的 平均 法 的 基 
础 ， 平 均 法 是 确定 含有 小 参数 的 非 线性 向 量 微 分 方程 类 的 局 期 与 
殖 周 期 解 的 存在 性 与 稳定 性 的 充分 条 件 的 一 般 方 法 ， 不 援引 第 
TY 章 的 结果 也 可 以 讨论 局 期 解 的 存在 性 ， 事 实 上 , 在 第 T R 
期 情形 给 出 很 一 般 的 理论 ， 

在 讨论 平均 法 之 前 ， 在 第 1 与 2 节 中 论述 保守 系统 与 简单 的 
非 保守 系统 的 一 般 性 质 。 本 章 余下 的 各 节 介 绍 具体 的 应 用 。 


Vid. 保守 系统 
假设 fi > RY 连续 , 又 对 于 R 中 任意 的 zo， 系统 
&= fla) (1.1) 
有 了 崔 一 取 x《0, w) =a HOME (4) =e 4, eo), A FE eB EDER" 
PREM PIRES, 在 了 内 企 意 开 集 上 加 不 是 常数 , 又 沼 着 
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CL. DARA EOU = HR, UG PAE DCR bO. DAS 
积分 .由 于 假定 下 有 过 续 的 一 阶 导 数 ， 这 最 后 一 个 性 质 等 价 于 
SUDANE. WRR DER LARA E, 
就 说 它 是 保守 系统 ， 因 此 保守 系统 在 R* 内 的 轨道 必 落 在 积分 忆 
的 水 平 曲线 上 . 

假设 z= (zb …, zw), 召 是 (1.1) 在 DD 上 的 一 个 积分 , DAR 
使 得 组 (x) 32,40, cH EG), HER BR EH, ADE 
ECe) =¢ 可 把 a, RHA rban) x Hy eh, RE r Ze AS 
充分 小 邻 域 口 内 ， 由 于 假定 了 加 是 一 个 积分 ， 如 果 2( 引 是 (1. 1) 
的 w(0) =w? 的 解 ， 则 Met) =0, Wer KAD), FHM 
(I. 了 的 通过 e 的 解 的 4 一 1 个 方程 ， 因 此 (1.1) 的 维 数 在 口上 减 
少 了 一 ， 特 别 当 #=2 时 , 积分 的 存在 把 解 方 程 简化 为 计算 积分 . 

下 面 , 使 用 在 第 I 章 介绍 的 记号 , 令 ytra, v=) 
分 别 记 (1. 1) 通 过 zx 的 正 、 负 轨 道 ,we (y+)、wCp 7 ) 分 别 记 轨 道 y+ 的 
o RRRS y 的 % 极限 集 . 

引 理 1,1， 假 设 召 是 (1. 1) 的 在 包含 {1, D 的 一 个 平 RA 
的 开 集 DD 上 的 一 个 积分 . 则 不 存在 x" 的 邻 域 ,对 于 品 内 所 有 的 
zz? 属于 集合 oly (o)) Rally (2)) 之 一 . 

ERE EPA CA nokt aoo) DAR e, 
EA n>cottal, r>’, Mh Eke H Hed UT At, 
E(t, a) ) =E@), WF >et, HEEE 
因此 ， 如 果 有 如 的 MRU ERATUA RASA RE 
o(y*(a) Maly (x)) 之 一 ， 则 如 在 吕 上 将 是 常数 ， 由 于 这 与 积 
分 的 定义 矛盾 , 引 理 就 证 明了 . 

引 理 1.1 特别 地 意味 着 保守 系统 的 平衡 点 不 可 能 渐 近 稳定 
或 完全 不 稳定 . 

引 理 1.2. MERA 1 在 (1.3) 的 平衡 点 z=0 HAR, 开 
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BDH —- SB. 如果 HO) =0, BaF Diy 2+0 HEC) 
>t, 则 =0 是 一 个 稳定 平衡 点 ， 
WA 如 果 召 (0) =0, AMT DA M r+ A E>, M 
于 任意 e>0, ming(s)>0. Rocce tR Aies 
TEDA 


CD, maxE l)a. h TE EAR, 这 MRE IF el <d, 


t>o HEA e D ce Fe o=0 RE, 这 就 证 明了 引 理 . 

3181.3. 当 #a=2 时 ,在 保守 系统 的 稳定 的 孤立 平衡 点 的 邻 
域内 所 有 的 轨道 必定 是 局 期 轨道 ,而 平衡 点 必 是 中 心 . 

证 明 在 这 个 证 明 过 程 中 , 在 集合 上 加 一 横 表 示 集 合 的 闭 包 . 
假设 x=0 是 w=2 的 (1.1) 的 一 个 孤立 的 稳定 平衡 点 ， 则 存在 零 
AM GRO SV, 使 得 从 0} 没有 平衡 点 , 又 对 于 口内 每 个 x， 通 
过 zx 的 正轨 道 y+ 二 y+(w) 属 于 PF， 根 据 Poincaré-Bendixson 定 理 ， 
Vi o RRR oO G 必定 是 {0} 或 一 个 局 期 解 ， 引 理 1.1 
意味 着 对 于 如 内 每 个 ,wly*(w)) 不 可 能 是 {0}, 如 果 在 品 内 有 e, 
使 得 厂 =w(y+1(z)) 二 7*(x)\y+Cz) 是 局 期 轨道 , 则 厂 是 从 内 部 或 
外 部 渐 近 稳定 的 , 因此 存在 一 个 开 集 , 在 其 上 积分 召 是 常数 .这 个 
了 矛盾 表明 任何 不 趋 于 零 的 轨道 必 是 周期 轨道 ， 由 于 每 个 周期 轨道 
显然 包含 零点 在 其 内 部 , 这 就 证 明了 引 理 . 

PREM ARTA n +A AY Hamilton 系统 ， 如 
Raa Ci, WE n RRR RR, P= Cp POE 
广义 动量 ,了 是 动能 ,F 是 位 能 , 吾 (?, =T 二 F(&)， 则 运动 方 
程 是 


i=, p- 

这 是 (1.1) 当 x= (?, 9 的 特殊 情形 ，Hamilton 函数 五 (p, eK 
统 (1.2) 的 一 个 积分 . BAREDE TO pH RUE, 70) 
+ 205+ 


(1.2) 


50,07 (0) /ap=0, Fisk, mR pÆ0 kt AF (p)/3p0, WV) ab 
RER T 给 出 (1. 2) AF BO"). 

对 于 Hamilton 系统 , 我 们 可 以 证 明 

311.4. 假设 H(p. 8) 对 p, 4 解析, 9 二 0 是 位 能 下 (g) 的 极 
EA VOS 如果 零 点 是 F(g) 的 局 部 绝对 极 小 值 点 ， 则 50,0) 
是 (1.2) 的 稳定 平衡 点 。 如 果 Tp) =p) +TP) V =r) 
tM) KPT, 是 正定 二 次 型 ,V 是 大 2 次 齐 次 多 项 式 , 又 
Hipi ,121 一 0 h, T= olp], aD odg, MEA 
FB Vo HME FRA (0, 0) 必 是 不 稳定 的 . 

证 明 关于 稳定 性 的 断言 是 引 理 1. OMAR. RREA 
KREVO BEMER. 令 W(p,9) =p'4, H=T+V, HCO, 0) 
TER BRU, Qe={(p, EUW (p,g) > 0, HC, <0}, M 

FHOO=VORV Ego FRAME, KO 不 是 空 集 ， 还 
A, (0,0) 是 Oy 的 边界 点 ， 利 用 下 是 (1.2) 的 一 个 积分 这 个 事实 ， 
容易 看 出 厂 (p,9) 沿 着 (1.2) 的 解 的 导数 是 

市 (p, g) =27,(p) EV, l) +, 

XB Sl el g> E oC pl) SoC WR, LOA, 
ETP R Ap, D< i Vg) 并 且 ， 可 以 把 (0,0) 
的 分 域 可 选 得 完 分 小 ,以 至 在 Q Wg) >0, BFE OO. 
WP, 四 >0, 市 (p, 扑 之 0, 又 在 口内 部 的 Qo 的 边界 由 使 得 WW(p,g) 
=0, Hg) =0 的 点 组 咸 ， 因 此 初始 值 在 Oo 内 的 任意 解 必 通 过 
UDR AA WR Qu. FOO Qr 的 边界 内 ， 这 证 明了 不 
稳定 性 与 引 理 . 

对 于 二 阶 保 守 系 统 ， 可 以 举 出 关于 积分 曲线 特性 的 较 具 体 的 
知识 ， 考虑 二 阶 纯 量 方程 

é+g(u)=0, (1. 3) 
或 等 价 系统 
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=v, 

ë=—~g(u), 
其 中 9 连续 ,又 唯一 性 定理 对 (1. 4 成 立 . 系 统 (1.4) 是 一 个 Ham- 
ilton 系统 ,其 Hamilton 函数 或 总 能 量 是 E(w,9) = 07? /2+ E(u), 


MG (a) =| gods, DEU, 0) PEA MLSE TE 


Eu, v) tik EMRE E; 也 就 是 说 , 在 由 Be, v) 二 常数) 描述 的 曲 
线 上 . (1,4) 的 平衡 点 是 点 (w, 0) ,这 里 9 (0) =0, WME E(u) ze u 
取 绝对 极 小 值 ， 则 (so, 0) 稳 定 ( 引 理 1. 2), 而 在 (s?, 0) 的 某 邻 域内 
的 所 有 轨道 必 是 周期 轨道 ( 引 理 1. 3); 即 (wo，0) 是 一 个 中 心 ， 由 
`F Elu, 0) = 有 (常数 ) 的 解 是 

v= 土 V2[h—G(w)], (1.5) 
可 推 知 对 任何 一 个 不 是 G 的 极 小 值 点 的 好， 孤立 平衡 点 (wn,0) 必 定 
不 稳定 , WE LR o= +v- Ou) 与 y= 一 35 一 Bo 
是 实 直 线 在 (so, 0) 邻 域 内 的 线段 的 同 胚 象 、 如 果 由 之 些 曲线 出 发 
的 解 不 离开 (uw, 0) 的 邻 域 , 则 解 湖 线 的 @ 极 限 集 将 是 一 个 平衡 点 . 
由 于 假定 了 (w*, 9) 是 孤立 的 ,这 直接 引出 了 了 矛盾. 

MSR CE wo RREA, H ucu 时 gs) <0, uw! Bt g(u)>0, 
则 点 如 是 G(w) 的 局 部 绝对 极 小 值 点 ， 倒 转 过 来 的 不 等 式 适用 于 
Go 的 局 部 绝对 极 大 值 点 , 如 果 GCw) 在 w 取 局 部 绝对 极 大 值 , 则 平 
BAG OEFEN TERA MEAN 1>>0(8<0) 时 停留 
在 (an, 0) 的 小 邻 域 里 的 解 的 集合 必 位 于 通过 (uw?, 0) 的 一 段 颖 上 . 
这 个 事实 直接 从 公式 (1. 5) 推出， 因此 我 们 可 以 陈述 . 

引 理 1.5。 如 果 GCw) 仅 有 的 极 慎 虚 是 局 部 绝对 极 小 值 点 与 
局 部 绝对 极 大 值 点 , MO 4) 的 稳定 平衡 点 是 中 心 , 而 所 有 的 不 稳 
定 平衡 点 是 鞍点 . 

下 面 这 些 特 别 的 例子 说 明 关 于 二 维 保守 系统 的 知识 是 如 何 地 

- 2076 


(1.4) 


不 用 任何 计算 就 容易 地 得 到 ， 召 的 水 平 曲线 的 草图 容易 用 (1.5) 
推出 。 

ALL 假设 函 数 G(w) 的 图 形 如 图 1. 1a 所 示 , 其 中 A, BLO, 
已 是 如 的 极 值 点 ， 解 曲线 的 轨道 草图 在 图 15 中 , SEAR aR 
是 对 称 于 4 轴 的 ， 与 A,B,C, D 相对 应 的 平衡 点 在 相 平面 内 也 标 
示 为 4,B,C,D， 点 4,C 是 中 心 ,B RRA T DREAS poH 
结合 ， 联 结 有 到 召 和 忆 到 万 的 曲线 都 叫 作 分 界线 ， 分 界线 是 由 
(1. 3) 的 执 道 组 成 的 曲线 , 它 把 平面 分 成 两 部 分 , 并且 它 有 一 个 邻 
域 ,在 其 中 所 有 雪 道 的 定性 性 质 并 不 都 相同 ， 因 此 ,分 界线 必定 总 
是 通过 不 稳定 平衡 点 ， 


图 vai 


A12 假设 方 程 (1.3) 是 长 为 1 的 单 摆 在 真空 中 的 运动 方 
R s 是 单 摆 与 铅 垂 线 的 夹 角 ， 如 果 9 是 重力 加 速度 ， 则 go) 一 
kainu, P=g/l, Glu) =k (1—cosu), ih G (u) A mA 1. 2 所 
a. HRB, 0) =h BRAR 1.2) ARAR. 请 解释 图 1. 2 中 
每 条 轨道 的 物理 总 义 。 

对 于 任意 的 9(x)， 不 难 确 立方 程 (1. 3) 的 周期 解 的 周期 的 隐 
式 公式 ， 任 意 周期 解 的 胃 道 是 闭 曲 线 , 反 过 来 也 对 ， 信 (1. 5) 推 短 
一 条 闵 轨 道 必 交 # 轴 于 两 点 (a, 0) 与 名, 0) (a<b), HERRE e 
ah WORT EA A, WT = 20, 这 里 a 是 通过 轨道 中 2 一 0 
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图 1.2 


那 部 分 的 时 间 ， 由 于 2 由 (1.5) 给 出 ,从 (1. 4 推出 


> du 
7=2| ao ge a6) 
如 果 OG) u ARR, 又 周期 解围 绕 原点 ， 则 对 称 性 药酒 
着 9= 一 , 且 


raf Sagat ad 

对 于 例 1. 2. HARD E, glu) =k sinu, Ge) =k?(1— cosu), 
mn u0) =bn, v(0)=0, M h =E U), v(t) =F (u0), v (0) 
=F(b,0) =k (1—cosb), Hit, Muti TAG, 0) 的 周期 轨道 的 
AATE 


s 
T=4 —_“—_, 
[2e cose —cosb)]? 
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如 果 sin (4/2) = sing sin(d/2), DY 


a eee a a.s) 
f= sin? (Fain |2 . 
这 个 积分 不 能 用 初等 国 数 来 计算 , 但 是 如 果 了 充分 小 , 则 容易 求 出 
周期 的 近似 值 。 用 级 数 展 开 , 我 们 得 知 如 果 五 充分 小 ， 


aL pein? (5)+ “| 


= 到 +i ~} 

KER T =2a/k, MAR REM HG, 这 差不多 是 每 本 初等 
力学 第 一 课 的 内 容 . 从 这 个 例子 与 上 面 的 计算 ， 可 看 出 鼻 治 微分 
态 程 的 周期 解 的 周期 从 一 个 解 到 另 一 个 角 可 熟 芍 变 (把 这 个 事实 
与 线性 系统 对 照 ). 

习题 1.1， 对 于 ge) sat vow’, 证 明 由 公式 (1.7) 给 出 的 周 
PATO, yo) SB vor Ol yo< 0) b ACT ED BB Be, 前 一 种 情 
TRU PEER, i RHEA EAEE a b 
增 大 的 意思 ， 软 蕴含 着 频率 随 株 幅 5 减 小 的 意思 . 

在 一 般 情 况 下 , 如 果 (ew,0) 是 (1.3) 的 稳定 平衡 点 , 则 当 在 Cw5, 
0) 的 邻 域内 周期 解 的 频率 是 从 (we，0) 到 周期 轨道 的 距离 的 增加 
(下 降 ) 函 数 了 时 ,恢复 力 g(w) 叫 作对 应 二 在 ?的 硬 弹 筑 ( 软 弹 得 ). 

ALI 考 忠 一 个 被 约束 在 议 角 速度 ”围绕 猎 邓 直线 旋转 的 
平面 内 振动 的 质量 为 m 长 度 为 1 的 单 摆 ， 如 果 w EA 
线 的 角 偏 离 { 见 图 1. 3)， 离 心力 矩 是 mol’ sinucosu, BWR 
mglsinu, 又 惯性 算是 了 =ml?， 运 动 的 微分 方程 是 

li— mol? sinucosu + mglsinu=0 (1.9) 

如 果 paml 与 4=9/o2, 则 这 个 方程 等 价 于 系统 


=p, 
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ù= u(cosu—A) sine. 


它 是 {1. 4 的 特殊 情形 ,g(w) =g, A) 
=—p(cose—A) sing, 由 于 (1, 10) 的 
平衡 点 的 个 数 依 赖 于 4， 故 需 强 调 g 
对 于 4 的 依赖 性 ，(1. 10) 的 平衡 点 是 
Cw, 0), ZE gut, A=0, THI 
在 图 1. 4 中 ， 阴 影 区 域 对 应 于 g (xs 4) 
<0, 对 于 任意 给 定 的 1, 平衡 点 是 (0， 
9), (4,0) Ceos 14,0), 这 最 后 一 个 
自然 当 | 对 <1 时 才 出 现 、 当 [4 去 1 


图 


(1.10) 


ms? Terma 


mg 


Ths 


时 , 从 引 理 1. 5 推 知 在 图 1. 4 中 标 以 里 点 (图 ) 的 曲线 上 的 点 是 稳 
定 的 (不 稳定 的 ), 稳定 点 是 中 心 ,不 稳定 点 是 较 点 ， 从 这 个 图 可 见 
HOA 时 ,稳定 平衡 点 不 是 (0,0) 或 (x，0), 而 是 (cos-!4,0). 
从 物理 上 说 ， 如 果 角 速度 足够 大 ,就 可 以 有 4<1. 请 分 析 A= 


与 4= 一 1 时 平衡 点 的 性 态 . 
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易 见 这 个 系统 有 一 个 积分 是 
Elu, v) =Z b sinta—pdeost. 


假设 0 一 1 一 1， 平 衡 点 (0, 0) 与 (0, o ARERR, Meee RAS 
水 平 曲 线 分 别 是 

w= p[sinĉu+ 24C cosu —1)], 

v= uLsin?at 2AC cosu +1)]. 
这 两 条 曲线 都 把 点 (cos -14, 0) 包含 在 内 部 ,后 一 个 还 通过 (一 x,0). 
图 1.5 给 出 了 轨道 的 草图 。 两 个 中 心 对 应 着 cosu = 4 的 两 个 x 值 。 
请 解释 图 1, 5 ba RRM, HM 4>1 时 在 相 平面 内 
轨道 的 草图 . 


TY.2， 非 保守 的 二 阶 方 醉 一 一 极限 环 

直到 现在 ,已 经 讨论 了 三 种 不 同类 型 的 振动 , 它们 都 出 现在 二 
阶 实 自治 微分 系统 中 ， 对 于 线性 系统 来 说 ， 当 县 仅 当 系数 矩阵 的 
元 素 取 很 特殊 的 值 时 它 有 周期 解 ,并 且 在 这 种 情况 下 , 所 有 的 解 是 
抽 期 恰好 相同 的 周期 函数 ， 二 阶 保守 系统 一 般 是 有 周期 解 的 . 这 
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些 周期 解 作 为 由 初始 条 件 唯一 确定 的 解 族 的 成 员 而 出 现 . 一般 来 
说 局 期 随 初始 条 件 而 变化 , 但 是 并 非 所 有 解 都 必 是 周期 解 .在 LT 
节 中 , 介绍 了 一 个 人 为 的 二 阶 系统 的 例子 ， 它 有 一 个 孤立 周期 解 ， 
除开 平衡 解 以 外 的 所 有 解 当 foo 时 都 趋向 它 ， 在 第 正章 中 , te 
为 Poincare-Bendixson 理论 的 一 个 应 用 ， 指 出 了 对 于 包括 van 
der Pol 方程 作为 特例 的 一 大 类 二 阶 系统 , 同样 的 情况 也 出 现 . 这 
种 孤立 的 渐 近 稳定 周期 轨道 叫 作 极 限 环 , 有 时 也 叫 作 自持 振动 . 由 
于 周期 运动 在 下 述 意 义 之 下 由 微分 方程 本 身 确 定 ， 即 微分 方程 确 
定 了 一 个 平面 区 域 ,在 其 中 任意 正轨 道 的 极限 集 是 周期 解 , 因 之 
这 种 系统 呈现 的 现象 完全 不 同 于 保守 系统 . 

由 于 在 这 种 系统 中 解 的 定性 性 访 对 于 微分 方程 中 的 扰动 来 说 
不 及 保守 系统 灵敏 , 因此 在 许多 应 用 中 , 这 种 系统 比较 重要 .为 了 
说 明 当 保守 系统 受到 小 扰动 时 解 的 结构 如 何 改变 ， 考 虑 寻常 单 摆 
受到 正比 例 于 与 铅 垂 方向 的 夹 角 的 变化 率 的 摩 榨 力 的 问题 ， 运 
动 方程 是 、 

d+ Pith sinu=6, 《2. 3) 
这 里 8>0 是 常数 , 等 价 系统 是 
=e, (2. 2) 
d= —k sinu — fe. 
如 果 E(u, v) =0?/2+C. — cosu) BRA MTR, MER (2. 2) 的 
fe dE /dt = 一 Boz<0. 

我 们 首先 指出 对 于 《2. 的 所 有 解 有 ?~>0. Hy Pdi /de-<d, 
沿 着 (2. 2) 的 解 吾 是 非 增 的 , 而 2(#) 是 有 界 的 . 方程 (2. 2) 与 sinw(#) 
的 有 界 性 意味 着 UCL) ER. 如 果 当 too Bp ei) BETS, M 
FEER 。，4 与 序列 ta B= 1, 2, (n> co Bt >o), ER 
各 个 区 闻 =li s, 名 二 人] 不 相 蛋 又 并 且 对 Eln m= 1,2, … 有 
PSE A pwc Be, Anr<p i ct, 则 
. ©2413 


EUD, w(4)) -EUO 00) = f (Fas 


<- f’ por(spae 
< —2féep(t). 
由 于 t>o hi p(t) >o, M Eul, GAR, ARG > 时 
PAF BRA IG. i i> ht oft) > 0, 
由 于 Be t),0Ct) 4E SS to hho), 吾 的 水 平 曲 线 的 
性 质 意 味 着 (2. 2) 的 每 个 解 有 界 ， 此 外 , 由 于 能 量 是 非 增 的 而 且 下 
有 界 , 当 too 时 它 必 趋 于 一 个 常数 .由 于 殖 连 续 , 并 且 任 意 解 的 
极限 集 是 不 变量 , 极限 集 必 定位 在 召 的 一 条 水 平 曲线 上 ; 即 每 个 解 
的 极限 集 必 有 户 =0, 因 之 z=0， 由 于 每 个 解 的 极限 集 是 不 变量 ， 
而 且 必 定 有 v=0, 推 知 % 是 0、 土 x、 尘 24 等，(2. 2) 的 所 有 解 有 
男 , 这 意味 着 它们 有 非 空 的 极限 集 ， 因 之 (2. 2) 的 每 个 解 必 趋 于 平 
知 点 (0,0)、(x,0)、《 一 x,0) 等 之 一 .为 了 理解 解 的 定性 性 质 , WE 
米 只 要 讨论 平衡 点 的 稳定 性 质 和 利用 画 在 图 1. 22 中 的 E(u, 2) 的 
水 平 曲线 的 性 质 便 行 了 . 
相对 于 (0, 0) 的 线性 变 分 方程 是 
ú=v, 
ù= —k'u— pv, 
它 的 系数 矩阵 的 特征 值 实 部 都 是 负 的 ， 因 此 由 Liapunov 定理 
(定理 页 2. 4), 知 非 线性 系统 的 原点 是 渐 近 稳定 的 . 相对 于 平衡 点 
(2, 0) 的 线性 变 分 方程 是 
“me, 
b= — po, 
它 的 系数 伟 阵 的 特征 值 是 实数 ， 一 个 正 一 个 负 ， 回 忆 起 鞍点 性 质 
《定理 L 6. 1), 知道 这 个 平衡 点 是 不 稳定 的 , 并且 只 有 两 条 轨道 当 
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tooo 时 趋 于 这 个 点 ， 利 用 sinw 的 局 期 性 可 以 得 到 另外 的 平衡 
点 的 稳定 性 质 ， 

从 这 个 事实 与 Ee, 5) 的 水 平 曲线 的 特性 , 可 以 在 相 平面 内 画 
出 近似 轨道 的 草图 . 对 于 6<2% 的 情况 这些 轨 道 如 图 2.1 
所 示 . 


这 个 例子 非常 清楚 地 说 明 ， 在 保守 系统 的 微分 方程 中 引进 一 
个 小 的 非 保守 项 , 解 的 相 图 的 定性 性 质 有 惊人 的 改变 ， 它 也 表明 ， 
在 引进 真正 的 损耗 项 或 摩擦 项 以 后 ， 极 限 环 将 不 出 现 ， 在 这 个 情 
况 中 , 总 是 从 系统 取出 能 量 ， 为 了 在 一 个 方程 中 得 到 极限 环 , ER 
统 与 外 力 之 间 必 须 有 能 量 的 错 综 的 转移 ， 这 正好 是 van der Pol 
方程 的 性 质 , 在 它 那 里 损耗 项 dihi 6 RT e 而且 符号 不 是 固 
定 的 . 

一 个 自由 魔 的 自治 系统 非 线 性 振动 理论 的 基本 问题 是 确定 微 
分 方程 有 极限 环 的 条 件 ， 确 定 极限 环 的 个 数 与 确定 极限 环 的 近似 
特征 (周期 ， 板 幅 ， 形 状 )。 在 二 维 情况 ，I 1 节 的 Poincate-Be- 
ndixson 理论 是 一 个 有 用 的 工具 .另外 的 一 些 重要 方法 都 涉及 扰 
动 技巧 ， 但 是 可 以 证 明 它 们 一 般 只 可 用 于 方程 包含 或 大 或 小 的 参 
数 的 情形 ， 这 些 方法 的 最 大 方便 处 是 系统 的 维 数 无 关 紧 要 ， 而 方 
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程 可 以 按照 复杂 的 方式 明显 地 依赖 于 时 间 . 
在 下 节 将 说 明 一 种 普通 的 扰动 技巧 ， 它 叫 作 平 均 法 ， 作 为 这 
个 理论 的 一 个 启发 , 考虑 van der Pol 方程 
@—e(l—w)ate=0, (2. 3) 
其 中 e>0 是 小 参数 ， 从 定理 下 1.6 知道 这 个 方程 对 于 每 个 o> 
有 唯一 圾 限 环 ， 我 们 的 直接 已 的 是 近似 地 确定 z=>0 时 这 个 周期 
解 的 振幅 与 周期 ， 方 程 (2. 3) 等 价 于 系统 


=v, 


b= —ute(1—u?)». (2.4) 
当 e=0 fj, (2. 4) 的 通 解 是 
uareosd, (2.5) 
v= —rsinĝ. 


XH O=t+d,d5r 是 任意 常数 、 如 果 {2. DHARE e 的 连 
续 函 数 ， 则 这 个 解 的 轨道 应 该 车 近 在 (2. 5) 中 令 = 常数 且 让 6 由 
0 变 到 2r 所 描 出 的 某 个 圆 .第 一 个 基本 问题 是 确定 7? 的 哪个 常数 
AHF se 大 0 的 (2. 4) 产 生 周期 解 最 合适 . 
如 果 7;9 是 新 坐标 , 则 (2. 4) 变 换 成 系统 

(四 6=1+et(I 一 rzecos2g)singccsg。 

Œ) #=e(1 一 rzcossg)ysin29. 
对 于 一 个 紧 集 中 的 "， 可 取 甚 小 的 e, 使 得 1 +e rcot) 0, 
而 《2. 6) 描 述 药 解 的 执 道 由 纯 量 方程 


多- eg (7, 0,2) (2.7) 


(2. 6) 


的 解 给 出 , 这 里 


(—r? cos?) 7 sin’d 
9008.2) = TFET e088) sin dood C2. 8) 
确定 。 其 小 时 van der Pol 方程 的 局 期 解 的 问题 等 价 隆 求 
(2. 7) 的 对 日 周期 为 2r 的 周期 解 *(6, e), 事实 上 , 如 果 r*(9, e) 是 
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(2. DEAR- TA 2a 为 周期 的 解 , 而 9 * Ct e) RE 


1+e(1— Da £) F¥cos*@) sin gcos 晶 {2.9 
的 满足 ge 人 a= 0 的 解 , 则 


ad ch ths), DED. 

o(t) =—7*(8* (t,e), 2) sinð" (t, e) 
320. 4). THRE OT, e)=2r HER FB 
(2. 9) 的 解 的 崔 一 性 推 知 , 对 所 有 上 AO (6 +7, 2) = O*CE, €) + 27. 
因此 对 所 有 #， 有 w(#+T) =u), v+) =G) ha, ok 
(2. 4 的 周期 为 了 的 周期 解 . 反 过 来 ， 如 果 忆 p 是 (2. 4) 的 周期 为 
了 的 局 期 解 ， 则 ret Part), 而 可 以 选取 9 使 得 对 所 有 t, 
OHT) =O(4) +20, 函数 7 SOME (2. 6)， 又 对 于 甚 小 的 e, 
可 以 表示 成 为 6 的 函数 , 以 求 得 + 作为 了 的 周期 为 2r 的 月 数 . 显 
然 , 这 个 函数 满 是 (2.7). 

让 我 们 尝试 确定 (2.7) 的 形 如 

r=pterd(g, p)+ er, p)+ (2. 10) 
KAR BEREA rO, p) 对 9 是 周期 为 2r 的 ,而 是 党 
Ke. 如 果 把 这 个 表示 式 代 人 (2.7), $ e 的 同 次 需 相 等 , 则 有 


1) 
2?) —9(0,0,0), 


这 个 方程 将 有 对 以 2x 为 周期 的 解 , 当 是 仅 当 | gCo, 0, odo 
0， 各 果 这 个 下 示 式 不 是 稚 , 则 称 之 为 长 其 项， 如 果 出 现 了 长 期 
项 ， 则 不 可 能 对 于 任何 常数 都 有 形 如 (2. 10) 的 解 ， 常 数 必须 
取得 至 少 要 满足 方程 ”gr(p，6，0)46=0， 在 已 确定 了 请 足 这 个 
关系 (如果 可 能 ) 的 p 以 后 , 接着 可 以 计算 rm(0，p》， 又 可 以 进行 
确定 C0, oS. AT BE "(9，p) 等 也 得 到 相同 类 型 的 广 


B, 可 能 出 现 更 多 长 期 项 . 克服 这 个 困难 的 一 个 途径 是 利用 Poin- 
* al7: 


caré 提出 的 一 种 方法 ， 它 的 要 点 是 把 * 展开 成 形 如 (2. 10) 的 级 
数 , 又 把 p 展开 成 。 的 形 如 | 
P= Pot ap1t epst 

的 级 数 ， 再 利用 与 前 面相 同 的 程序 逐次 确定 po 01, p2，… 以 便 消 
去 所 有 的 长 期 项 . 如 果 可 以 选 定 所 有 的 py, 就 求 得 (2. 7) 的 一 个 周 
期 解 ， 在 后 面 的 一 章 里 将 在 比较 一 般 的 提 法 下 讨论 这 个 方法 . 

我 们 稍为 详细 地 讨论 由 Krylov 与 Bogoliubov 提出 的 另 一 
种 方法 ， 并 在 下 一 节 中 加 以 推广 招 (2. 10) 看 成 化 * 为 p 的 变量 
变换 ， 并 且 试 图 确定 (9，p)，72 (9，P)… 与 国 数 下 PP(p)， 
RO (p), 使 的 微分 方程 是 自治 的 ,并 且 由 

GP = Rp) + ERD) + mw 

给 出 如果 能 找到 这 样 一 个 变换 ， 则 {2. 7) 的 周期 为 2r 的 解 重合 
于 (2. 11) 的 平衡 点 ， 此 外 , (2. 7) 的 解 的 暂 态 特性 将 可 以 从 (2. 11) 
RA. 

如 果 把 (2. 10) FRA (2. 7), Bak p 满足 (2 11), 又 设 


g(r, 6, 8) = D egt (r, 9), 
kD 
则 EV(p) +2, p) =g 9(P,9)， 
FeO, p) _ aPC, 0) po 
R?) +e <a Bp) (2,12) 
39 (0,8) p 
+9, 0) + SSE PG, p). 


由 于 gCo, 0) =9(p, 0, 0), (2. 12) 的 第 一 个 方程 总 有 由 


a 
R®(P)=[" g0, p, 048, 

an | ° (2.13) 
r0, p)= |T Cp, 0, 0) Bp) 40 
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Fe HARE, IESE ST SDT AR RA 它 以 2 
为 周期 ， 相 似 地 , 从 (2. 12) 的 第 二 个 方程 可 以 解 出 B23Cp) 作 为 右 
边 项 的 平均 值 , 丽 ro, p) 由 与 "(8, p} 相 同 的 方式 定义 ， 当 2 
充分 小 时 , 这 个 过 程 的 确 收 敛 , 但 是 这 里 将 不 进行 这 种 研讨 . 
让 我 们 扼要 地 重 述 在 一 次 近似 中 发 生 了 什么 事情 . 假设 
Rp), OO, py (2. 13) a MC, 又 考虑 把 恰当 的 变量 变换 
?=p+er' (0, p) (2. 14) 
用 到 (2.7)。 对 于 小 的 e, P 的 方程 是 


al b= elg(oter”, 0, e)~9(0, 0,0) +R? (Ph 


È=ER” Cp) +R? (p, 8, e}, (2. 15) 
3k BR? (p, g,e) 在 ==0 连 续 ， 因 此 , 变换 (2.14) 把 (2.7) 化 为 自 


论 方程 
=R") (2. 16) 


的 高 阶 扰动 , 这 里 R Ego, 6, ON FSA. 
BRITES, Rp) =0，dR9 (p)/do<0, Mi p 是 
《2. 16) 的 稳定 平衡 点 ， 而 方程 (2. 15) 满 足 定理 19.4.3 的 条 件 ,其 
Hhe=p, 关于 8 与 4 的 方程 不 存在 ， 因 此,(2.15) 有 渐 近 稳 定 的 
以 2a 为 局 期 的 解 ， 于 是 由 (2. 15) 给 出 了 (2.7) 的 一 个 新 近 稳 定 的 
以 2x 为 周期 的 解 . 
如 果 把 这 些 应 用 到 van der Pol 方程 , 这 时 9 由 (2. 8) 给 出 , 则 
RM) =f 9(p,0,0.d0~= B18 
这 个 函数 R oiei RY(2)=0, €RY(2)/do=—1<0. Bt, 
van der Pol 方程 有 一 个 渐 近 稳定 的 周期 解 ， 当 。=0 时 它 是 w= 
2cost.。 零 也 是 解 , 它 使 RD?C0)=0 5 dR (0) /dp =0. 引 用 定理 
WV. 4. 3, MBM T (2. 3) 的 不 稳定 平衡 点 4= 人 O 
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¥.3. 平均 

确定 包含 小 参数 的 非 线性 微分 方程 的 周期 解 与 殖 周期 解 的 一 
种 最 重要 的 方法 是 所 谓 平均 法 ， 在 上 一 节 里 ， 由 试图 确定 在 什么 
条 件 下 可 以 作 一 个 时 变 的 变量 变换 把 一 个 非 自治 微分 方程 化 到 一 
个 自 治 微分 方程 ， 启 示 了 这 种 方法 .在 这 一 节 里 将 进一步 发 展 这 
个 想法 ， 但 是 我 们 主要 的 兴趣 将 在 于 只 取 一 次 近似 就 能 得 到 的 那 
些 知 识 . 

Rit r EO h, ero B— PREM, fR CO" x[0, 00) >C* 
连续 , 对 于 每 个 国定 的 e, fC x, 2) 是 相对 于 紧 集 内 的 x 而 言 一 致 
的 + 上 RREME S, fC, e, 6 对 yx 的 一 阶 偏 导数 是 连续 的 ， 与 方 
程 系统 

= ef (t,x, 2) (3.1) 
的 同时 , 考虑 “平均 ”系统 
a= efle) (3. 2) 
这 里 
了 (om 一 ling f Ct, æ, 0) a8. (3. 3) 


平均 法 的 基本 问题 是 确定 在 什么 意义 下 自治 系统 (3. 2) 解 的 
性 术 近 似 于 比较 复杂 的 非 自 治 系统 的 解 的 性 坊 、， 有 两 类 自然 的 解 
绎 给 出 “近似 ”的 内 涵 ， 一 是 要 求 近似 在 大 的 有 限 区 间 上 成 立 ， 而 
另 一 是 要 求 近似 在 无 限 区 间 上 成 立 ， 这 里 给 出 的 结果 仅 处 理 无 捐 
时 间 区 间 的 情形 ， 

方程 名 =0 的 每 个 解 是 常数 。 因此， 系统 (3. 1) 是 相对 于 不 管 
怎样 的 同期 的 周期 函数 类 或 者 特别 是 相对 于 殖 周 期 函数 类 是 临界 
的 系统 的 扰动 方程 、 另 一 方面 ， 下 面 将 指出 存在 一 个 歼 周 期 的 变 
量变 换 , Cit sy 并 把 系统 (3. 1) 变 为 形 如 

$=e[fo(g) tht 69) 
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的 系统 ， 这 里 有 1《0, t 9) = 二 0， 如 果 存 在 加 使 得 Folge) =O, 又 = 
Fort 2, 则 这 个 系统 可 以 写成 


a= e| Satta + f fatta) — Folge) glee} 


ae 
+file, t, oo 


因此 , 如 果 线 性 系统 
gael he 


相对 于 被 考虑 的 函数 类 是 非 临界 的 , 则 在 yo 的 邻 域内 可 以 应 用 第 
IY 章 的 方法 ， 色 着 这 个 途径 , 我 们 得 到 (3. 1) 的 周期 解 与 殊 周 期 解 
的 存在 性 与 稳定 性 的 充分 条 件 、 上 面 这 种 推理 是 平均 法 的 基本 想 
法 .在 本 章 剩 下 的 部 分 里 , 我们 假定 C* 中 的 范 数 是 欧 氏 范 数 . 

下 面 是 理论 中 的 基本 引 理 . 

引 至 3. 1， 假 设 9:RXC*3C" £4,900, DRANT REN 
的 z 而 言 一 致 的 上 的 区 周期 函数 ， 它 对 的 一 阶 偏 导数 连续 ， 又 
g(t, ORE E 的 平均 值 是 等 ; 即 


ima (gC, edt =0, (3,4) 
ting, aC edemo 


则 对 于 任意 e>0, 存在 国 数 ult, m, e), BE RXO*x (0, eo) 上 对 
(i, z, e) 连 续 , 对 于 固定 的 e 与 紧 集 中 的 z 而 言 一 致 地 是 # 的 殖 周 
期 函数 , 对 上 有 连续 的 导数 ， 对 x 有 任意 指定 了 的 阶 数 的 导数 ,使 
得 如 果 


Dult, z,e) 


h(t, He) = 3i 


~g (f2), 


则 当 e0 时 , BR k dh/dx, ew, edu/de MHF Rhi t 与 紧 集 中 
的 2 一 致 地 趋 于 零 . 
这 个 引 理 的 证 明 在 附录 引 理 5 h, HAR g NRA 
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加 的 性质 时 ,在 这 里 讨论 引 理 5. 1 的 意义 是 有 好 处 的 .假设 9 Ce, 
2) 是 有 限 三 角 多 项 式 , BARRA x HEAR, M 


gb R= D alae, ht. (3.5) 


EEFI 


这 里 A, ERM. 每 个 a.(z) 是 x 的 整 函数 .如 果 


一 a(x) tae, 
woe D r a? (3.6) 
则 # 满足 引 理 中 陈述 的 所 有 条 件 ， 此 外 ,% 不 依赖 于 e 并且 
Bal 2) _ 94,2) = (3.7) 


在 很 多 应 用 中 ， 刚 才 指 出 的 方式 就 是 构造 一 个 具有 引 理 中 叙述 的 
性 质 的 函数 * 的 方法 . 对 于 一 般 的 函数 9， 即 使 7 的 平均 值 是 零 而 
(3. 77 仍 可 能 解 不 出 来 事实 上 , 有 歼 周 期 函数 gC 让 ( 见 附录 ) 满 足 
M(g1=0, (AS GRAF GK. 上面 这 个 引 理 说 明 , 甚至 在 这 样 的 情 
ATF, TUARA u(t z, E) C.T). AA, 
e> itul, r 8) 将 成 为 无 界 的 ， 但 是 当 s>0 时 eul, s, e)>0. 
引 理 3. 2、 假 设 了 满足 在 方程 (3.1) 之 前 叙述 的 性 质 ， 扣 由 
(38. 3 定义 ， 而 如 是 C" 内 的 任意 紧 集 ， 则 存在 一 个 eo>0 与 一 个 
这 样 的 函数 ult, z, e), ENF RX O*X (0, eol OG r, ER, 
对 于 固定 的 与 紧 集 中 的 而 言 一 致 地 是 的 玛 半 期 阐 数 ， 并 满 
足 引 理 3.1 的 结论 , WB g(t, 2) =f (t g, 0) —fole), AMEE 
变换 : 
e=yteu(t,y,e), (4,9, ERX OX (0, £o) (3.8) 
用 到 《3. 1) 便 得 到 方程 
g=efr(y) + eFC, y, e), (3.9) 
RE F(E y, By QERX OX LO, col SE, y, e+ 
RA, 此 外 , F, g, 0 E0 
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证 明 MR g(t. 2)=f(t,2,0)—fola), MISTS. 185% HE 
是 , a ( 8, a 6) MTS RP MH uC, w, ©), 由 于 当 *->0 时 ,对 
F Rp t 与 紧 集 中 的 8 一 致 地 有 eult, y, e), edult,y, 2)/29, 
FC 9,09 —foly) 一 9uCt, y, 0/20, RTE * 一 0 定义 eult, y, 
£), edu (t, y, e)/9y, f (4, Y, 0) —foly) I(t, y, 2) 199 WE. WF 
任意 e >0, H O EO 中 包含 集合 
{eiæ=y + eult, y, 2), Ch y, 2YERX Qx [0, er]} 
的 一 个 紧 集 ， 选 取 ea>0 使 得 E, y, DERXOX IO, e] 时 了 
eult, y, e)l I 有 有 界 的 逆 ， 这 意味 着 (3.8) 对 于 每 个 (1, x，e)E 
Rx Qx [0, ea], 至 多 有 一 个 解 %E 4 MF ERED, HAARE 
PARAL esla) > 0, EI. 8) AMEE y 9 (8,2, e), CHAF 
lya] Kes), 12 一 加 | Sega), OMe Mes (wo) HE MAGA E 
续 . 由 于 人 91 是 紧 集 ,我们 可 以 选取 一 个 不 依赖 于 mo 的 et 一 0, 使 
得 用 e FOE es(zo) 时 ， 相 同 的 性 质 成 立 ， 如 果 esmine, 2 
t) M. 9) 的 确定 义 了 一 个 同 豚 ， 因 此 , 变换 (3,8) 当 Oe Key, 
JEN, IER 时 是 意义 明确 的 . 如 果 t= y+ eult, y, e), W 


(1+ \i= ef els) -aa -到 


Helfy Heu e) ~—f lt, y, 0) 1. 
从 引 理 3.1 中 以 的 性 质 与 了 的 连续 性 ， 直 按 推 出 对 于 y 的 方程 所 
指出 的 性 质 . 
从 微分 方程 的 观点 来 看 , 引 理 3, 2 是 最 重要 的 ,因为 它 说 明 把 
e 其 小 时 几乎 是 恒 等 变换 的 变量 变换 (3. 8) 应 用 到 (3. 1)， 便 得 到 
一 个 微分 方程 , 它 与 平均 系统 (3, 2? 有 相同 的 直到 包括 与 = 阅 阶 的 
项 ， 我 们 再 次 强调 ， 当 函数 有 (#, x,e) 是 系数 为 + 的 整 函 数 的 三 
角 多 项 式 时 ， 变 换 (3. 8) 的 表示 式 通 过 取 w 如 (3.6) 南 得 到 ， 共 中 
g(t. 2) =f (8, 2,0) —folw), 
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设 Re4(4) 记 矩阵 4 的 特征 值 的 实 部 . 

定理 3,1， 绥 设 了 满足 在 (3.1) 之 前 列 出 的 各 个 条 件 ， 如 果 
FETE 2 (EG fo (a°) =0, X ReAlafa(a) /ax} 0, W ELE eo >0 与 
函数 at (+, e) RC", CHE C3.1), F(t, eVER x (0, en ER, 
对 于 每 个 固定 的 。 而 言 是 上 OFS ERR, mle" (e, Cm E, 
æ, e)], ot, 0) =a, Patle 0° 的 邻 域内 也 是 叭 一 的 ， 并 
县 ,如 果 Reh[3fo(z1) /22]<0, 则 当 0<<e<eo 了 时, 2*(*, 6) 一 致 渐 
近 稳 定 ,而 和 如果 这 个 矩阵 有 一 个 特征 值 是 正 实 部 的 , MeO OR 
稳定 ， 

定理 3.2， 假 设 了 满足 在 (3. 1) 之 前 列 出 的 各 个 条件， 如 时 
对 于 所 有 (#,x,e)ERXO*x[0, 0), A F(44T, 2, e)=fCt, a, E), 
又 有 2 使 得 fola) =0, detlAfr(a")/d2] E0, WEE zo>0 与 一 
个 这 样 的 函数 x* Ct, e), EM FG, e)ERx (0, zo] 连续 ,w*(*,0) 二 
7T"， 对 于 所 有 te, Azt(é+T,e)=2*(t,e), HA x*($,e) 满 足 
(3,1)， 这 个 解 在 2* 的 邻 域内 也 是 唯一 的 ， 

这 两 个 定理 是 前 面 的 结果 的 直接 后 果 ， 事 实 上 , 在 C" 内 选取 
任意 一 个 把 xz? 包含 在 内 部 的 紧 集 中。 由 引 理 3.2 得 知 我 们 可 以 
假定 对 于 (1,x,e)ER x 人 xf[0， so]， 方 程 (3.1) 形 如 (3.9)， 如果 
a EF fola) =0, 则 在 (3. 9) y= a" +2, FA 

B=eAz+ F(t, a +4, e) +elfrlx?+ 2)— folz’) —Az] 


def 
Ast egli, 2, e), 


这 里 4 一 3 加 (z9)/13z， 现 在 对 于 > 的 方程 可 以 直接 应 用 引 理 IT. 
4.3 SEM LV. 4 2, 以 完成 定理 3. 1 与 3.2 的 证 明 . 

在 应 用 中 , 很 多 问题 不 可 能 用 等 价 于 形 如 (3. 1) 的 系统 的 运动 
方程 描述 ， 然 而 ， 定 理 3. 1 与 3.2 证 明 中 的 根本 想法 可 以 有 效 地 
用 到 比较 复杂 的 情形 。 因 此 , 应 该 记 住 这 些 基本 原理 , 把 这 里 的 讨 
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论 看 作 着 手 处 理 弱 的 非 线性 系统 中 振动 现象 的 一 种 可 能 的 方法 . 
现在 楼 举 出 的 另 一 种 应 用 是 针对 一 类 需 米 在 应 用 中 常 发 生 的 方 
Rh, 
考虑 系统 
#=ef(t,2)+eh(et, x), (3. 10) 
这 里 e>0 是 一 个 实 参 数 ， 当 (t,z)ER XC 时 , f(t, a) GRE, e) iE 
续 , 并 且 对 < 的 一 阶 导 数 连 续 , (t,x) 对 于 紧 集 中 的 x 一 至 地 是 
的 殖 周 期 请 数 ， NRAETH0, MAM t, © A ACE+T, 2) = 
t,x). 
系统 (3- 10) 包 含 “ 快 ?时 间 上 与 ^ 惕 ?时 间 et. 内 对 快 时 间 用 
平均 手续 , 得 到 非 自 治 “ 平 均 ” 方 程 
i= efile) +ehlet, x) ealet, a), (3.11) 
这 里 


=. 1s? 
Fle) = 站。 fia), (3.12) 


RRRA DAAMA T/e 的 周期 解 Cet), WUE Fa? (et) By 
线性 变 分 方程 是 


dy _ W(x, a(r)). 
B= ME, (3. 18) 


eH r=et. 

下 面 这 个 结果 叙述 一 些 条件 , 在 它们 成 立时 ,方程 (3. 10) 有 一 
个 当 。->0 时 趋 于 平均 方程 (3, 11) 的 周期 解 的 殉 周 期 解 . 

定理 3. 3、 人 很 设 了 AWA (3.10) 之 后 列 册 的 条 件 ， 如 果 
a (et) 是 (3.11) 的 一 个 周期 为 ?ye 的 周期 解 ， 使 得 线性 变 分 方程 
(3.13) 没有 一 个 特征 指数 的 实 部 是 零 ， 则 存在 eom 与 一 个 图 数 
2*(+,e):R>O*, CHE (3. 10), HF, e)ERX [0 ep], e*t, e) 连 
续 ， 对 于 每 个 固定 的 e, s eE t WARMAN, mie”, e] 
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Calfl(-,2), kle-,2); 又 当 s->0 时 ， 在 足 上 一 致 地 有 z*(t e) 
一 加 (8 纺 >0， 这 个 解 在 台 () 的 邻 域 里 也 是 唯一 的 ， 并 且 ， 如 果 
《38. 13) 的 所 有 特征 指数 的 实 部 是 负 的 ， 则 w* (+, edt O<e<ey 一 
致 渐 近 稳定 ， 又 如 果 有 一 个 特征 指数 实 部 为 正 ， 则 2(:，e) 不 
BE. 

这 个 结果 的 证 明 进 行 如 下 . 在 C* 内 选取 任意 一 个 包含 a) 
《0<#<<T 了 ) 在 内 部 的 紧 集 ， 如 果 gG, x) =f, 1) — fole), Rule, 
2, 2) 是 引 理 3.1 给 出 的 函数 ， 则 同 在 引 理 3. 2 的 证 明 中 一 样 ， 有 
6o>0 ERRED H r= yt eult, ye) 在 (1,g, 2)ERx O x [0, 2] 
时 意义 明确 ， 把 这 个 变换 用 到 系统 (3. 10), 得 到 等 价 方程 

$=eG(et,y} +eHt(t, et, y, e), 
BAC, +,9,0=0, RAC ry ee gS f, hE 
滑 性 条 件 , 对 # 是 歼 周 期 函数 ,对 是 周期 为 全 的 周期 函数 ， 如 果 
9G) =2%(et) +2(8), A 
2=eA(et)2+ Z(E, ef, z, 2), 
这 里 Alr) =T, 2°(7)) /e, L A(t, et, #6) 满足 定理 IY. 4 2 
中 的 条 件 . 假设 P(r)e” 是 (3. 13) 的 基本 和 邱 阵 解 ，P(r 十 玫 ) = 
P(r), 又 忆 是 常 矩阵 ， 根 据 定理 的 假设 , 闻 的 特征 值 的 实 部 都 不 等 
FE, MR z=P(et)}w, Bi 
w= eBu + eW (t, et, w, 2), 
这 里 W(t, et, w, e) 满 足 定理 IY. 4.2 的 条 件 . 直接 应 用 这 个 结果 ， 
便 可 完成 定理 3. 3 的 证 明 . 
另 一 类 常见 的 方程 是 系统 
b= eX(t, x,y, €), 
. g=Ay+eF(t,a,y, 2), 
这 里 * RRKSM, e X Ane, yY Emene, Az axn 
aM, EMEMMAMBTAS, X,Y fe Rx O*xO™x[0, 00) t 
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(3, 14) 


连续 , 它们 对 x, y 的 一 阶 导数 连续 , 对 于 每 个 固定 的 e, X,Y 是 对 
REAR s, y 一 致 的 上 的 殖 周 期 函数 、(3. 14) 的 “平均 "方程 被 定 
MA 
&=eXy(x), (3.15) 
这 里 
Ria) = lin 二 | Xe 0, at. (3.16) 


定理 3. 4. PI AY HEE. 14) 之 后 列 出 的 条 件 ， 如 果 有 
a (ER Xola) =0 且 Re4(3aXo(z9)/3z) 寺 0， WEE se>0 与 分 别 
E n i m EREE rO, e), y“, e), CIRE. 14), 在 
Rx [0 so 上 违 续 ， 对 于 每 个 固定 的 eo CNE t HARMER 
a (+, O) =m, y+, 0) = 0. IE PARLE (2°, 0) fy SS ERE AD, 
并 且 , 如 果 ReX) /Ae)-<0, ReA(A)<0, MX PHRF O<e 
Neo 一 致 浙 近 稳定 ， 又 如 果 这 两 个 矩阵 之 一 有 一 个 特征 值 的 实 部 
是 正 的 , 这 个 解 就 不 稳定 . 

它 的 证 明 按 与 前 面相 同 的 路 线 进行 ， 假 设 如 是 C" 内 包含 2 
在 内 部 的 紧 集 ， 如 果 ga) =XCt,a,0,0)— Kola), Kult, a, e) 
是 引 理 3. 1 中 给 出 的 函数 ， 则 同 在 引 理 3. 2 的 证 明 中 一 样 ， 存 在 
20> 0, 使 得 变换 

ZE + BU, e, e), 
yy, 
对 于 (4, wy, ERX Q xO" x [0, eo] 是 意义 明确 的 ， 把 这 个 变换 
应 用 到 (3. 14), 得 到 等 价 系 统 
@=eXo(x) + eXi(t, x, 4, €) + eX £, y, £), 
g= Ay+ eYit, 2, Y, 2), 
BE X, (4,2,9,0) =0, XG, 2, 0, 0) = 0, 而 且 所 有 的 函数 有 与 前 面 
AERA REAA. WOR EE — Ze BR 
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a>, 
yogle, 
则 方程 成 为 
部 一 上 0 十 起 三 让 y, e), 
g=Ay+Y*(t, x,y, €), 

这 里 X*(t, s, y, 0)=0, Y* (t, x,y, 0) =0. MẸ >r +z, y>y, 
则 把 定理 IV. 4. 3( 这 时 没有 变量 2) 直接 应 用 到 所 得 到 的 系统 ， 便 
得 到 了 定理 3.4. 

利用 同样 的 证 明 , 还 可 得 

定理 3. 5, 如 果子 \Y 满足 在 《3, 14) 之 后 列 出 的 条 忻 , 是 1 的 
周期 为 了 的 函数 ,有 wx? E X) = 0, detL93Xo(w") /ac] 寺 0， 则 
存在 eo>0 IAE n HE, m RRR R e C, e), yO), 它 
们 满足 (3.14), FE R x [0, eo] 上 连续 , 对 上 周期 为 也, Xet, 0) = 
a, y*(-,0)=0. IEE, 这 个 解 在 (zx, 0) 的 邻 域 中 也 是 唯一 的 . 

定理 3.4 对 于 线性 系统 的 稳定 性 的 一 个 有 意义 的 应 用 是 

定理 3. 6， ik D=diag(B, A), jà H Bi nxn BH, 4 是 
mx m 矩阵, 如 的 所 有 特征 值 有 单 初等 因子 并 且 实 部 为 零 , 4 的 所 
有 特征 值 实 部 为 负 . AR (n+ m) X (n+) ERE © BED He 
= (D5), j,6=1, 2, 这 里 D, Øn DBE nx nym xm BB, X 
WREE 


Batimg | oed (3.17) 
05 BVA PE AE fh, 则 存在 一 个 o> 0, 使 得 系统 
b= Dut e®(t)u (3. 18) 


对 于 0 一 e<e 一 致 渐 近 稳定 .如 果 召 有 一 个 特征 值 是 正 实 部 的 ， 
则 对 于 0 一 < eo, 系统 (3.18) 不 稳定 - 

这 个 结果 的 证 明 进 行 如 下 ， 令 w= ay), AE ryen 
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meee, Ghee 对 上 是 殖 周 期 的 , 因此 有 界线 性 变换 
areg, 
yoy 
产生 出 等 价 系 统 
= ep "D (teat ee DAY, 
GRAY + eBai(t) eteDal ty. 
这 是 系统 (3. 14) 的 特殊 情形 , 它 的 平均 系统 (3. 15) BeBe. 根据 
关于 五 的 假设 , 这 个 平均 系统 满足 定理 3. 4 的 假设 ， 从 由 定理 3. 4 
保证 的 解 x2*("，e)、g*("，s) 的 唯一 性 ， 显 然 得 知 Oe <ep 时 
at (e, e)=0,g*(C*, e) =0. 
本 章 剩 下 的 各 节 把 本 节 的 结果 加 以 应 用 。 


V. 4。 强 迫 van der Pol 方程 
SRB 
f= Bay 
4g=—2, +e(i—zi) zt Asing t+ Bsinot, (4.1) 
这 里 e>0, ol>0, 07>0, A, B 是 常数 , 对 于 所 有 满足 
Im | + lim} + || <4 
的 整数 ， 
MEMO + MaE. (4.2) 
H e=0 时 , (4.1) 的 通 解 是 
2 二 2100s tasin t HA sino + Bisin®;t, 
Z= — g 3in $ +2,¢08é +A cosa t+ Bo cos@t, 
这 里 ASA -o "1, B= BC — 0), 而 zi, 加 是 任意 常数 ， 为 
了 用 上 一 节 的 结果 来 讨论 系统 (4. 1) 的 歼 周 期 解 的 存在 性 , 把 关系 
《4,3) 作 为 到 新 坐标 x1、z2 的 变换 来 考虑 ， 在 少许 直接 的 演算 以 
后 , 得 到 关于 a, ws 的 新 方程 


(4.3) 
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y= —e(1—2}) zsinat, 

ja=2(1— 1)}%200st, 
这 里 z1,? 是 (4. 引 中 给 出 的 复杂 函数 .系统 (4. OS. 1 的 特殊 
情形 , 在 (4. 人 ) 右 边 的 氢 周 期 系数 有 基本 频率 1, ou oz 

根据 频率 1o os 是 否 满足 (4. 2)，(《4. 4) 的 右边 对 于 的 平 
HADRON, ME. 2), 则 (4. 4) 的 平均 方程 是 

Si = ex, [2(2—A} — BI)— (aj +a3)], 

8a, = exs[ 2(2— Al —B}) — Ca} +29) ]. 
方程 (4. 5) 总 有 常数 解 mi 一 加 = 0， 而 线性 变 分 方程 的 两 个 特征 值 
都 是 2(2 一 过 一 8 如 果 AT + Bi 2, 则 由 定理 3. 1 推 知 (4. 4) 有 
频率 为 1, olu os HAM, 4e-OM ERE, HA, 4 Att 
Bt>2 时 它 一 致 浙 近 稳定 , 当 AT BIKA 时 它 不 稳定 , 这 意味 着 原 
方程 (4. 1) 有 一 个 歼 周 期 解 , 它 当 和 4+ 一 (二)2 时 一 致 浙 近 稳定 
(KRE), 当 e=0 时 它 是 

21(£)= Alsinot +B sinot, 
a(t) a(t). 

请 注意 , 如 果 对 于 给 定 的 ol 0n 4 或 召 充 分 大 ， 或 者 对 于 给 
EH AB, o 或 oz 充分 接近 于 GER), WAM AT+ Bi>2 可 以 
实现 ， 又 请 注意 Alt Bi<2 ok BA TR ait al= 
2(2 一 4 一 B 和 ) 给 出 的 由 平衡 点 所 成 的 回 ， 伴 随 着 这 个 平衡 点 集 有 
许多 很 有 趣 的 振动 现象 ,但 是 讨论 很 复杂 , 在 关于 积分 流 型 的 一 章 
中 再 论述 . 


(4. 4) 


(4.5) 


VF. 5。 有 具有 小 阻尼 与 小 调和 强 追 力 的 Duffing 方程 
考虑 Duffing 方程 
t+ edat+u+epu'=eBooswt (5.1) 
或 等 价 系统 
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a=, 

b= —u--evu8—edo+ eBeosat, (5. 2) 
这 里 之 0, y, 850, Bor 0 PASM, HF ot=1+ef, WN 
HRAEKT SHORE, 以 保证 方程 (5, DAAMA 27/0 HA 
期 解 . 由 于 当 e=0,o@<1I 时 ,强迫 函数 的 频率 非常 接近 方程 的 自由 
频率 ( 即 方程 (5. DH *= 0 时 的 周期 解 的 频率 )， 这 种 情况 叫 作 调 
和 强制 ， 我 们 在 前 面 已 经 看 到 线性 方程 区 TY 一 "os 上 没有 周期 解 ， 
而 且 事实 上 所 有 解 是 无 界 的 .这 是 由 强制 函数 的 共振 效果 所 致 
我 们 将 看 到 , 非 线 性 方程 有 某 些 有 趣 的 性 质 , 特别 是 可 能 存在 多 干 
一 个 的 孤立 周期 解 ， 请 把 这 个 陈述 与 IY. 5 节 的 结果 对 照 . 为 了 


u=2,sin@é +e cost. 
t 2 , (6.3) 
v=o[a,cosat—xgsinot]. 


得 到 一 个 等 价 系 统 


i= [fu yu? 60+ Besos] cosa@t, 
(5. 4) 
i= 一 二 [Bu ypu — sv + Beosat]sinot, 


这 里 p= 全 二 wv 在 (5.3) 中 给 出 ， 为 把 这 些 方程 的 有 过 对 i 
求 平均 , 把 nite MEHR LADRE 


83 一 了 C08 节 ) 
. a=rsing, (5.5) 
u=2, sine! +2,cosmt =rcos(wt—P), 
v=o[x, cos@t—2,sinwt] = —orsin(a@i—$), 
KEAT Re 的 立方 与 复杂 的 三 角 公 式 . 现在 , 与 (5. 4) 相 伴随 的 
平均 方程 容易 看 出 是 
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äi sin-an ~don+ B | 


h=- Led + dean}, (6.6) 


raat? 
Fa, =r cosy, m1 =rsing, (5. 6) 的 平衡 点 是 方程 
(6 — 27 )reoy -orsin +B=0, 


(8 122 rin p+ darrcos9=0. 
的 解 ， 这 两 个 方程 等 价 于 方程 


G(r, p, o) ot 1 r 5 Feces =0, 
P(r, p, o) F siny- do0r=0, (5.7) 
这 里 我 们 已 经 令 yo=ey, do—e6, Fo=eB, MSMEB G. 1) 
中 有 很 好 的 物理 解释 . 
如 果 在 (5. 7) 中 把 po, So, Fo 当 作 固 定 参 数 , 则 (5.7) 可 以 看 作 
三 个 末 知 数 p or 的 两 个 方程 ， 如 果 存 在 bo, oo ro 使 得 矩阵 


ICG) a(rG) 
or oy | 


Æ OF 
or ay 

Br=To, P= Po, o=o 时 的 秩 等 于 2， 则 由 定理 3. 2 知 存在 eo > 
0, 使 得 方程 (5. 1) 当 0&e eo 时 有 一 个 周期 等 于 a/o 的 周期 
解 ,由 于 e 一 0 时 wo 二 1, 这 个 周期 解 当 。=0 寻 是 4=rocos (ot 一 
Ho) 二 focos(# 一)。 在 方程 .5.7) 中 , 人们 经 常 把 (5.1) 的 解 的 近 
似 振幅 ? 当 作 一 个 参数 , 而 把 (5.1) 的 解 的 频率 和 近似 位 相 看 成 7 
的 函数 (7r) 和 (7r)、 在 @,r 平面 内 , 曲线 e(7) 的 图 形 称 为 频率 
wai ee 
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(5, 8) 


有 时 全 可 以 用 定理 3. 1 来 讨论 上 述 局 期 解 的 稳定 性 质 ， 现 在 
细致 地 讨论 某 些 特殊 情形 . 
情况 1。 3=0( 无 阻尼 )， 对 于 3 一 5o= 0，(5. 7) 的 一 个 解 是 
p=0 5 
oma pE Ee (6.9) 


如 同 前 面 提 到 过 的 ， 关 系 (5. 9) 丈 为 频率 响应 曲线 ， 如 果 yo= 0, 
本 地 0 或 yo#0, Fo/ yo 充分 小 .《5. 8) 这 个 矩阵 的 秩 便 是 二 ， 根 据 
定理 3.2, 存在 so 一 0， 使 得 对 于 OSO, Oee 以 及 落 在 频率 响 
应 曲线 上 的 每 个 o,r 值 , (5.1) 有 周期 为 2x/w 的 解 , 由 于 上 =0 时 
二 1， 这 个 周期 解 当 。=0 了 时 是 w=rcosw#=7cost，(5.7) 也 有 
FEF p= r 的 解 ， 但 这 相应 于 在 (5.9) 中 以 一 > 代替 *>， 由 定理 
3.2 与 6 二 0 时 的 方程 (5.2) 所 保证 了 的 唯一 性 质 意味 着 这 个 解 是 
= 0 时 的 解 的 负 式 。 

如 果 Fo, 在 图 5. 中 夯 出 了 在 %==1 ORAM E (yo 
0) FRA Cyo<0) 的 频率 狗 应 曲线 图 ， 近 两 个 图 表 出 了 搂 近 
o=] 处 发 生 了 什么 现象 . 


r 
off 
Fy 
Fe 


0 


= 
T = e 
Foy 
Foa 


{yo>07 (EWR) (ye<0) CR ARIE) 
{a (ey 


E Ysi 
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图 5. 1 中 的 频率 响应 曲线 常用 1?| 而 不 是 作 为 纵 RR 
出 , 得 到 图 5, 2， 请 注意 非 线性 (yo 关 0) 怎 样 使 线性 方程 的 响 庶 曲 
HES th. 曲线 Fo 一 0 mE T FCSRIB RP R GE tut pow =O 
1 RR o SRAT 之 间 的 关系 .对 于 每 个 楼 近 于 o=1 
的 @， 人 恰巧 只 有 一 个 周期 为 2ryo 的 周期 解 ， 对 于 一 个 给 定 的 想 
+0, 对 于 某 些 w 值 有 三 个 这 样 的 周期 解 ， 而 对 于 另外 的 @ 值 则 只 
有 一 个 这 样 的 周期 解 . 


{rl Ro=0 Ir], Foxd 
ro 
t>0 r<0 
rad 
1 — oe oO 


=] 
Geo ERED (<0) (IRD 
fa) 8) 
R=0 
frl: 
1 oO 
(yo=0) 《线性 方程 ) 
(O) 


.图 T52 
让 我 们 强调 这 个 例子 的 另 一 个 显著 的 特点 ， 它 是 方程 为 非 线 
性 这 一 事实 的 直接 结论 ， 当 。=0 时 ， 系 统 (5. 1) 有 等 于 1 的 自由 
频率 ; 即 线性 方程 的 解 是 周期 为 2x 的 周期 解 ， 另 一 方面 , 在 上 面 
又 指出 了 对 于 与 < 同 阶 的 ?一 1, 存在 着 周期 为 2+ /o 的 周期 解 . 
换 句 话说 ， 用 强迫 频率 抑制 与 锁 住 了 自由 频率 ， 这 个 现象 有 时 被 
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时 候 . 

情况 2. 5>>0( 阻 尼 )， 如 果 3o>>0 与 本 =0, 则 利用 与 在 方程 
(2. 1) 的 讨论 中 相同 的 分 析 , 可 以 看 出 除非 w= 0， 否 则 方程 (5. D 
没有 周期 解 ， 这 也 反映 在 方程 (5.7) 中 , 在 这 种 情况 下 ,除了 一 0， 
它 没有 解 . 如 果 P+O, ARE r 的 值 使 得 |r| <I Fodol, TA 
(5.7) 的 第 二 个 方程 可 以 解 出 蔬 作 为 waor/Fu 的 函数 ， 利 用 这 个 
区 从 (5.7) 的 第 一 个 方程 近似 地 (直到 与 ez 同 阶 的 项 ) 得 到 


ota Ste? Eo. 6.10) 


对 于 硬 弹 簧 (yo>0), 这 个 频率 响应 曲线 画 在 图 5,3 中 ， 虚 线 对 应 
于 曲线 o2 =1+3yor2/4。 于 是 , 同 6=0 时 一 样 ,对 于 给 定 的 满足 
Fo6o 夺 0 的 Fo, So, MEH 3.2 推 知 对 于 某 些 @ 值 有 三 个 周期 为 
2x/w 的 周期 解 ,而 对 于 另外 的 2 值 则 只 有 一 个 这 样 的 解 ， 对 于 给 
定 的 e， 哪 些 解 稳定 又 哪些 解 不 稳定 ? 为 了 讨论 这 个 问题 ， 我 们 
研究 平均 方程 与 这 些 平衡 点 相关 连 的 线性 变 分 方程 ， 并 且 用 定理 
3.1， 如 所 预料 ,分 析 十 分 复杂 。 另 一 类 在 平均 法 的 应 用 中 广泛 使 
用 的 坐标 系统 对 于 这 个 讨论 证 明 是 有 用 的 ， 


O=1 
Gord) (EAW 
图 和 .5.3 


在 5.2) 中 ,用 关系 式 
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u=reos(@t—x), 
v=- rosin (oi —¢), 


引入 新 变量 +, p 得 到 等 价 的 方程 组 (8 = 0?—1) 


《5. 11) 


;站 sf sin2(ot—p)—efsin(@t— p) } 
;_1[ef ep & G12) 
i= Z| P+ Peoracat —$) 十 了 foos(ot —¥) } 


这 里 了 = — pu? —60+Beosat, ii u,v 由 (5.11) 给 出 . (5. 12) 48 
关连 的 平均 方程 是 


i= b esor- eBsinp]= Fr, p0), 
(5.13) 


b= ral ep— Seyr tË cos 多 上 = 16C, po), 


这 里 的 了 G8 定义 在 (5.7) 中 ， 轩 此 (5.13) 的 平衡 点 是 (5,7) 的 解 
Tyo 如 果 在 任意 一 个 这 样 的 平衡 点 ， 线 性 变 分 方程 的 系数 矩 
阵 的 特征 值 都 是 实 部 不 为 零 的 , 则 定理 3. 1 给 出 的 不 但 有 (5. 1 BY 
周期 为 2ryw 的 周期 解 的 存在 性 ， 而 且 有 它 的 稳定 性 质 ， 如 果 这 
些 特征 值 实 部 都 是 负 的 , 这 个 解 一 致 浙 近 稳定 , 如 果 有 一 个 特征 值 
实 部 是 正 的 ， 这 个 解 不 稳定 ， 这 个 矩阵 的 特征 值 都 有 负 实 部 的 必 
要 完 分 条 件 是 这 全 上 矩阵 的 述 是 负 的 而 其 行列 式 是 正 的 .用 (5. 13) 
中 的 了 ,G 来 说 , 有 一 个 渐 近 稳定 解 , 当 且 仅 当 

F,+G,<0, 

F,G,—-F,G,>9, 

这 里 下 标 表示 对 哪个 变量 求 导数 , 自然 , 所 有 的 函数 值 都 在 平衡 点 
计算 ， 容易 看 出 , 这 些 俯 导 数 是 

F,= ~—600, 

P,=Fycosp, 
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一 -$ yor -Feos v, 


2 
G,= ~Eteing. 


因此 , 在 平衡 点 P,+G,= —26,.0<0, RE F,G,—G.F, RES 
过 研究 它 的 符号 便 可 决定 稳定 或 不 稳定 
可 以 把 最 后 这 个 稳定 性 的 条 件 用 点 r+，w% EP A KR eR 
的 何 处 表示 出 来 ， 为 了 看 出 这 一 点 ， 考 虑 (5.13) 的 平衡 点 ， 即 
F(z, po) 二 0 二 G(r?,,%) 的 作为 @ 的 荡 数 的 解 ， 把 这 些 方程 对 必 
求 导数 , 用 下 标 表 出 导数 ,得 到 
=F, =F, tF, po 
-G =G, T. tG, Y a 
于 是 ， 
1.CF,G,—G,F,) =G. F, FoG (5. 14} 
AHRNE ZER TARERE r0 FFG) HAS. AiE 
TFRAE MPAA, ERRAR., HEETE. wT P= 
dor, G. =20, 推出 
GF,—FG,=2oFocosy +4 Fysin ý 
== 2er (v? —o) + dfor, 
SAB v?=143por9/4. (5. 10) MADR 充分 小 ,@? 一 ?2 二 O(8)， 
Me F EO), RTHRAW HS Ho’? He, 利用 
6. U), 景 后 我 们 有 : 


如果 画 他 来， 硬 弹 先 的 情形 如 图 5- aR. 示 时 点 表示 不 稳定 
A RSL > RTA @ 增 大 时 稳定 周期 运动 的 振幅 将 要 改变 的 典 
型 方式 ,而 向 后 的 * 画 出 中 减 小 时 的 情形 . 
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图 了 5,4 


V.6，Duffing 方程 的 三 阶 次 调和 解 


考虑 方程 
it cci+pupeyw=Beosot, (6.1) 
或 等 价 系统 
=v, 
1 (6. 2) 
t= =g“ ecu eyw+ Beosot, 


这 里 0, 00,7, BO PREM, BH e>0 it o-1-O(e). 间 
BERD EIT REET E. DARAWA 62/0 的 周期 解 , 而 它 的 
SHE 


v=rsin( Se + $) +Acosos, 
y=? cos( $t-+$)—adsinot. (6. 3) 


mR EEE, “EES Br Re. 如果 存在 任意 
一 全 这 样 的 解 , 则 显然 4 必须 等 于 —B/(o'—1/9). HRE DH 
自由 频率 是 了 而 强迫 类 率 近似 于 1 ， 因 此， 如 果 存 在 次 调和 解 ， 


则 出 现 了 周期 等 于 强迫 周期 三 倍 的 周期 解 , 在 这 种 意义 下 , 自由 频 
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率 再 次 被 用 强迫 频率 中 抑制 与 锁 住 ， 对 于 次 调和 解 的 存在 ， 形 式 

6. 1) 很 重要 ， 事 实 上 ,如 果 (8.1) 中 的 阻尼 系数 对 所 有 emo 是 常 

数 a1>0, 则 在 IY.5 节 已 指出 不 可 能 存在 这 样 的 次 调和 解 . 
如 果 (6,3) 中 的 r, $ 被 选 作 新 坐标 , 新 方程 便 是 


se |rsina( Set$)-3(eot pad cos Gt+ )} 


(6.4) 
é= E| —Bsin?( Se $) +3022 tyi) sin( $+o)} 
这 里 a?—1=ef, Mu, v 由 (6.3) 给 出 . 
平均 方程 (除了 某 些 与 2 同 阶 的 项 ) 是 
rrj- ct consg } (6.5) 


é =] -s + PLEA (Ar sin 3d) +20"), 
利用 好 一 1 一 上 这 一 事实 与 令 v= ey, 6.5) OFAN 
程 是 
(a) cos8¢6 =~, 


ae 
1 (6.6) 


(6) oer toraa a| (eY e ， 
这 里 后 首 的 表示 式 用 4 二 -98/8 来 计算 , 直到 与 e 同 阶 的 项 . 当 
c=0 (没有 阻尼 ) 时 , 频率 响应 曲线 公式 (6.6b) 简 化 成 
lt 5 Pay sey 


图 6.1 给 出 了 频率 响应 曲线 的 大 和 致 形状 . 
现在 完全 和 在 前 一 上 中 同样 地 利用 定理 3. 2 与 定理 3.1, 得 
到 《6. 1) 的 精确 解 的 存在 性 以 及 这 样 一 个 解 对 于 满足 (6- 6) 的 o, 
r, 乡 值 的 稳定 性 质 . 
由 于 已 经 说 明 上 述 分 析 只 对 ¢ KLM o HF 1 正确， 因此 如 
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27y A j 
{?e> 0) (R) 


BE ?6.1 
Re 取得 术 大 ， 方程 (6. 1) 可 能 没有 三 阶 次 调和 解 ， 这 个 事实 在 
TV. 5 节 中 证 实 过 , 频率 响应 曲线 又 把 它 暗示 出 来 。 此 外 ， 请 注意 
一 旦 知道 存在 了 一 个 次 调和 解 ， 通 过 将 时 间 平 移 2r/o 就 简便 地 
得 到 另外 两 个 不 同 的 次 调和 解 . 


v.7. 有 振动 支柱 的 被 阻 受 激 摆 
一 个 有 小 振 枉 快 速 铅 垂 振动 支柱 的 单 扎 ， 受 到 线性 阻尼 与 正 
张 式 激励 , 它 的 运动 可 以 近似 地 用 方程 


. ao 人 (1 + FRO) sinu—Foosat=0 (7.1) 


HRA, 这 里 4 是 角 坐 标 , 从 底部 位 置 量 起 , h(T) = hz + 22), v= 
e0ce€l, 又 6, F, o 是 不 依赖 于 e 的 实 正 参 数 . 

为 了 把 (7. 1) 变换 成 可 应 用 定理 3.3 的 形式 (3.10), WRA c 
的 项 以 外 全 部 项 从 Hamilton 函数 


H(v,u, t) =4(" ~ 2ecffsinu~e(Zh) cost | 
— (l1 — cosu) + uF cos@t (7.2) 
ESAR LRH. 在 (7. 2) 中 , v ERF u BOSE, A 


的 宗 量 是 vt， 因此 运动 方程 是 
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0 eM sinus, (7, 33 


dt 
o= -| ~ eof cosut any’ sin2u+ sinu—Feosat | 
dh. 
~e(v—eFeinu), 
这 里 的 宗 量 是 v4 


如 果 vt =1, 又 把 对 rt 求 导数 用 在 右上 角 檬 一 扳 来 表示 , 则 方 
程 (7. 3) 成 为 
ul =e[v—f’ sine], (7, 4) 


v =f cosu—-g (H) sin2u— sinu—ev+ch'sinu | 


+eF cosear, 
这 里 六 的 宗 量 是 t. 方程 (7, 4 是 系统 (3. 10) 的 特殊 情形 , HAA 
内 的 表达 式 是 快 时 间 * 的 周期 国 数 , 而 其 它 项 则 是 慢 时 间 er 的 周 
期 函数 . 
考虑 hr) =Asinr 与 4 是 常数 的 特殊 情形 , 此 时 对 应 于 方程 
(7.4) 的 平均 方程 (3. 11) 是 


ul =ev, 
A? (7.5) 
o= -e| E sinucosut sinus co |+ePeoseor. 
用 原来 的 时 间 来 表示 , WES ht Fae 
=v, 
5 a i 7.8) 
b= — (14 cont)sinu—eo+ Feosat, 
或 单个 二 阶 方程 
ious (1 +Feos)sinu=F coset. (7.7) 


如 果 方 程 (7.7} 有 周期 为 25/% 的 周期 解 , 它 的 线性 变 分 方程 的 特 
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征 指数 实 部 都 是 负 的 , 则 定理 3, 3 意味 着 原 方程 (7, 1) 有 一 个 渐 近 
稳定 的 列 癌 期 解 ， 当 一 0 时 它 趋 于 此 解 . 为 了 找 出 (7. DALA 
期 解 的 条 件 ， 可 以 直接 对 (7.7) 用 第 LV 章 的 结果 或 平均 法 (定理 
3.1 与 3.2). 例如 , 如果 也 巷 小 ， 可 以 很 有 效 地 利用 第 I? 党 的 结 
果 如 下 : HF P=, 《7.7) 的 平衡 点 是 %=0,%w=x, 如 果 42>>2, 还 
H u= cos 1(21420)， 如 果 4#% 一 十 up, 则 (7.7) 成 为 

ib-pew +(4eosw —1)sin w= Feosot, (7.8) 
而 这 可 以 改写 成 

w+ cw +£- 1)w =Feoswt +$- Do- sinw) 


A? 
+50- cosw) sinw, 


如 果 42/2>>I 又 了 其 小 ,这 个 方程 满足 定理 IN. 2. 1 与 定理 IV. 3. 1 
的 条 件 。 因 此 可 以 断言 (7, 8) 有 周期 为 2x/ 的 渐 近 稳定 周期 解 . 
这 又 意味 着 由 《7. D 描述 的 的 可 以 在 种 直 位 置 的 分 域内 实现 稳定 


v.8. 习题 

习题 8.1. 有 强度 为 了 的 电流 流 过 的 无 穷 长 导线 吸引 着 一 个 
KEJL ERA m, AREA i 的 电流 通过 的 导线 4B， 此 外 , 导 
线 AB 受 阐 质 C 的 引力 ,引力 正比 于 它 的 变 位 量 , 比例 常数 为 &. 把 _ 
弹簧 没有 变 位 时 45 的 位 置 选 作 f=0, AB 的 运动 方程 是 


ary enD 


RẸ A=2il/k, m ai rc=0 时 两 导线 间 的 距离 ， 试 按照 例 1.3 
的 线索 来 讨论 这 个 方程 解 的 性 态 . 
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习题 8.2. WF o> 0, hd, 4 e>0 h @—-1=O(e), R 
f+a¢=e[—ce+hs+acos2at] (8. 2) 
的 周期 解 .请 画 出 频率 响应 曲线 , E o HEARN A, 两 个 
与 三 个 周期 解 的 区 间 , 并 讨论 这 些 解 的 稳定 性 质 . 
习题 8. 3 具有 铅 垂 正 引 式 振动 支柱 的 平面 摆 方程 可 以 写成 
ò peb Lt sind =0. (8.3) 


WR r=wt I/l=e,e# =g] lo’, c/o=2ea, 我 们 就 有 
6 + 2206’ + (22k? —esin r) sind =0, 
这 里 "一 &/dr， 试 说 明 当 © 小时, WR 8 E O, n 或 27 与 cos '2k? 
的 邻 域 中 ， 这 个 系统 有 周期 为 27/@ WAWR. Aa 5 
数 ,请 讨论 解 的 稳定 性 质 。 为 此 ,由 
0=$—esinrsing, 
=eQ—ecosrsing 
引入 变量 与 只 , 并 利用 平均 法 ， 
习题 8.4. 考虑 二 阶 系统 
E+w=eff(z)— ett sing], {8. 4) 
kB o>0, 0<e<l, f(a) + 的 连续 函数 , Lo-1=OCe). WI 
于 小 的 6, 确定 使 方程 有 周期 为 2x /o 的 周期 解 的 @， 确 定 频率 蜂 
应 的 近似 表示 式 ， 研 究 解 的 稳定 性 . 证 明 如 果 ? 一 上 (6? 一 1)， 
20 又 
Be Lp tala) +0(e)] <0, 
dy 


这 里 Ga) = a|? Jaeosg)eosgad， 则 此 周期 解 渐 近 稳定 。 


为 此 , 利用 变换 
a= A(t)cos(at+@(#)), 


&=—@A(#) sin (@t+O(t)). 
请 注意 y+G(a) 二 0 是 c=0 的 自治 问题 的 周期 运动 的 振幅 与 频 
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率 之 疗 的 近似 关系 式 。 
习题 8.5， 对 于 小 的 8, 请 说 明 方 程 系 统 
各 十 V1 二 2e(1 一 4 一 qz3)%， 
By + 2a, =e (1 —axt —23) a, 
有 两 个 周期 解 ， 把 这 些 解 作为 水 的 函数 来 讨论 其 稳定 性 质 ， 为 
此 , 引入 新 坐标 


(8. 5) 


= 910080, 
2 = —pysin 8, 
%2= Pr 
t= Py 
用 日 代替 4， 并 用 平均 法 。 利 用 相似 的 航标 求 第 二 个 解 ， 你 能 猜 
测 出 当 轨 道 的 稳定 性 质 改变 时 在 凡 何 上 发 生 什 么 现象 吗 ? 


Y. 9， 对 进一步 学 习 的 说 明 与 建议 

第 1 节 中 关于 保守 系统 的 结果 很 简单 ,但 是 除开 二 维 情形 , 并 
没有 提供 多 少 信息 .高 维 保守 系统 曾经 是 而 且 在 今后 多 少年 内 将 
仍旧 是 对 于 理论 提出 挑战 的 题目 .情况 比 非 保守 系统 还 要 复杂 ， 
读者 可 以 参考 Poincare [2], Birkhoff [2], Kolmogorov [1}, 
Arnol'd[2], Moset[1]. 

第 3 节 的 平均 法 是 从 Krylov 与 Bogoliubov 的 著名 论文 [1] 
发 展 起 来 的 , 在 Bogoliubov 与 Mitropolski 的 书 L1] 中 有 介绍 , 基 
本 引 理 3. 1 是 Bogoliubov 提出 的 ， 定 理 3.3 与 第 7 节 的 例子 由 
Sethnaf[1] 提 出 平均 法 有 许多 变种 ， 读 者 可 以 参考 Mitropolski 
(1145 Morrison(1] 以 求 进一步 讨论 与 补充 文献 .另外 一 些 出 更 
有 元 的 振动 现象 的 方程 ， 可 在 Bogoliunbov 5 Mitropolski[i], 
Malkinf2]. Minorsky[1], Andronov, Vitt $5 Khaikin[1], Haie 
[7 等 书 中 找到 。 
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第 VI 章 在 周期 轨道 附近 的 性 态 


LTS IV 章 中 , 对 于 一 个 系统 (与 系统 的 扰动 系统 ) 的 
解 在 平衡 点 附近 的 性 态 ， 曾 经 发 展 了 一 种 颇 为 广泛 的 理论 、 在 这 
一 章 与 下 一 章 里 ， 我 们 对 于 比较 复杂 的 不 变 集合 即 闭 则 线 来 考虑 
同样 的 问题 . 

假设 &: 有 "是 一 个 周期 为 的 周期 函数 ， 它 与 它 的 一 阶 导 
数 连续 ,对 于 ( 一 co, co) 内 的 所 有 9, du(@)/dd+0,M u: T0; w) >R" 
是 一 个 同 胚 .如 果 

T= {2ER*:¢ =u(9), OXO0<o}, {1) 
MRR, 实际 上 是 一 条 Jordan 曲线 . 
Bit fR R 连续, 并 且 满足 足够 的 光滑 性 质 以 保证 
a= f(x) (2) 
通过 天 内 的 任意 一 全 点 有 唯一 解 . 

在 整个 这 一 章 里 , 将 假定 曲线 矿 相 对 于 (2) 的 解 是 不 变量 ; 也 
就 是 说 ，(2) 的 任何 初始 值 在 厂 上 的 解 对 (一 2, o) 内 的 所 有 + 都 
继续 在 夏 上 , 如 果 厂 是 (2) 的 一 条 阅 期 轨道 ， 则 (2) 有 周期 解 $() 
使 得 

C= {eir= $(t), oat}. 
在 这 种 情况 下 , 我 们 可 以 把 函数 $ 选 作 厂 的 参数 表达 式 ; 即 可 以 选 
4 二。 下 面 对 于 周期 轨道 总 是 选 定 这 样 一 个 参数 表达 式 ， 如 果 厂 
不 是 局 期 轨道 ， 则 它 一 定 包 含 平衡 点 与 极限 集 和 极限 集 是 平 
衡 点 的 轨道 . 

从 前 面 的 说 明 得 知 如 果 xz*(8)( 一 吕 <#<%) 是 (2) 的 x*(0) 
ET ERE — TRE, 则 存在 三 种 可 能 性 : OA rmo 使 得 2*(#) 
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是 最 小 周期 为 * 的 周期 函数 ; (ij)z*(#) 是 一 个 平衡 点 ; Gide) 
航 & 极 限 集 和 名 极限 集 是 平衡 点 ， 在 第 一 种 情况 下 ， 曲 线 矿 可 以 
用 z=z*(0),0<9<t 作为 参数 表达 式 ， 而 (2) 的 任何 在 厂 上 的 解 
[这 样 的 解 必 是 x*(# 十 ge)， 其 中 a 为 某 个 常数 ] 定义 了 一 个 函数 
Paota), 使 得 9 一 1. 在 (ii) 或 (iii) 这 两 种 情况 之 一 下 ， 
(1) 的 在 忆 上 的 任意 解 zx( 相 定义 了 一 co 到 本 co 的 一 个 连续 可 
MBH Ot) =E), ZG=GG), KE gC) = [uul 
Bx] f(u(O)) = [du(9)1ab]-:f(e(9))， 特 别 在 情况 (ii2，98( 约 必 有 
等 点 。 在 所 有 三 种 情况 下 ， 我 们 因此 可 以 断言 存在 一 个 连续 函数 
9(9), 使 得 ` 


BO EFC), (3) 
g(0+o)=9(0), 0<P<a. - 
BS, 如 果 大 是 由 (2) 的 一 个 周期 解 生 成 的 , 则 gC9) 可 以 取 作 
恒 等 于 1, 又 如 果 广 包含 (2) 的 一 个 平衡 点 , 则 9(9) 必 有 零点 . 
在 这 一 章 里 ,我 们 主要 关心 (2 的 解 在 一 个 周期 轨道 附近 的 性 
坊 (稳定 性 与 鞍点 性 质 的 充分 条 件 ) 和 系统 
#=f(a)+ F(a, t) (4) 
在 是 不 依赖 于 的 小 扰动 的 情况 下 周期 轨道 的 存在 性 ， 在 下 一 
w, HRC RARHP EMR RMT # 的 情形 ， 在 两 
种 情况 下 ， 第 一 步 都 是 在 厂 的 邻 域内 引进 方便 的 坐标 系 ， 这 种 举 
标 系 在 本 人 章 中 介绍 . 


YI. 1， 在 不 变 闭 曲 线 的 局 围 的 局 部 坐标 系 

沿 着 厂 的 移动 标准 正 交 系 就 是 对 半 [0，w] 内 的 每 个 8， 下 的 
一 个 这 样 的 标准 正 交 举 标 系 {e1(0),…e.(9)}, 它 对 于 9 的 周期 是 
,并 且 诸 er(g) 之 一 等 于 [gu(b)/dg/ dw(9) di. 
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第 一 个 目的 是 说 明 对 于 厂 有 许多 移动 标准 正 交 系 .- 为 此 ， 需 
要 下 述 引 理 . 

引 理 1.1， 如 果 #z>3, 文 1(0) 是 的 一 个 单位 向 量 , 它 的 周 
期 是 @, 并 且 满 足 Lipschitz 条 件 , 则 存在 一 个 单位 向 基 ECF A 
于 全 ,使 得 对 于 所 有 8 有 (9) 二 士 纪 

证 明 这 个 引 理 是 实 变 最 的 为 人 热 知 的 事实 的 结论 ， 事实 
上 ， 如 果 0<9<so，l2(9)1=1， 集 含 z=?%( 妇 是 吾 "内 的 单位 球 
Se! 上 的 一 条 曲线 。 由 于 0 (0) i Lipschitz 条 件 ， 这 条 曲线 可 
求 长 , 而 在 RY (ez3) 内 的 球面 上 的 可 求 长 曲线 复 盖 一 个 测度 为 零 
HRS. ALES ' 内 总 存在 一 个 不 在 这 条 有 曲线 或 由 — 0 (0) RE 
义 的 曲线 上 的 向 量 E. 

不 援引 这 个 结果 , 在 这 里 给 出 一 个 证 明 。 ARS ER" 内 单位 
球 上 的 任意 直径 小 于 @ 的 集合 ， 则 存在 一 个 常数 下 (不 依赖 于 S) 
与 一 个 球 冠 8。 BSCS, MAS. HBF Ka. iR M 
是 ”的 Lipschitz 常数 ; WRB we) oI KM 1， 又 
如 果 区 间 [0, 0) 被 分 成 W 个 相等 的 部 分 , We v0) (0<0<o) MX 
的 曲线 可 以 用 总 面积 小 于 六 EC(MHwAN) :的 六 个 球 冠 所 复 盖 . 相 
似 地 ， 由 一 *%(9)(0<9 一 o) 所 定义 的 曲线 也 可 以 用 总 面积 小 于 同 
一 县 的 六 个 球 完 所 复 盖 ， 由 于 wz>3, 4 Noo 时 面积 的 上 界 趋 于 
零 ， 它 意味 着 向 量 可 以 从 单位 球 的 “几乎 "任意 地 方 取得 、 这 就 
证 明了 引进 . 

为 了 叙述 下 一 个 结果 , SR, KR) 表示 RoR’ 的 这 些 函 数 
的 空间 , 它们 以 及 它们 直到 Pp 阶 的 所 有 导数 连续 ， 

定理 1.1. 如 果 p>, uEG?(R,R"),w>0, w(0+0) =u), 
du (0) /d0+0, 0&0<<@, M E PEX, 则 沿 着 天 存在 一 个 移 
动 标准 正 交 系 , 它 在 SPCR, RYK, 

证 明 Bikn=3. wR 0 (6) = (du (A) /a9]/ldu(0) /1491， 则 
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由 关于 * 的 假定 推 知 。 的 周期 是 并 且 满 足 Lipschitz 条 件 ， 设 
e 是 一 个 常 单位 向 量 使 得 0o 时 eto) ( 它 的 存在 性 由 
引 理 1.1 保证 ). 对 6 再 请 加 性 意 常 向 量 62, …， ew EHE, s ent 
ÈR 的 一 个 标准 正 交 基 ， 于 是 , 可 以 按照 下 述 方式 得 到 沿 着 厂 的 
BARBERA: IRS BR MERA el 与 (9) 形成 的 平面 的 
23 一 2 维 子 空间 , REFARAS BHR, 一 直到 e 与 9(9) 重 
合 ( 见 图 1.1)、 如 果 EO), mr, En) HE e2,…， en 在 旋转 后 的 位 
EN 

t0 (8), 20), =, £.(0)}, OIO (1.1) 
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给 出 移动 标准 正 交 系 ， 如果 ?1(9) G=1, 2, …, nÆ oO KH 
$B, €5°0€8) = cosyx(9)， 作 一 1 2, =, 2). 则 可 以 证 明 向 县 由 


=e 12YO) j=2, 3, ee 
BOse PET (1 +0) jE 2 


给 出 . 
a.D 的 推导 进行 如 下 ， 假 设 
ej;= bj + Azer t Hs9, 
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这 里 本 属于 8， 于 是 的 最 后 位 置 是 
§= 85+ hert pw, 
这 里 Ap us H Aa u BLE en o 平面 内 旋转 角 ys Coospierev) 
“来 确定 ， 因 此 
Nam bin 
B= Aj+ 2H jcos ys, 
而 
f=€3— (Ast pu) et [A t ki(2e0sy1—1)]e. 
HFS ERF e1,v, 推出 
el [es—Aje,— 430] =0, 
vs [ej Aje #yv] =0, 
而 这 意味 着 


A= Ericos py 


siny; ? 


cosy 
sin? py 
TRA E HK, 就 得 到 (1. 2). 
对 于 n=2 的 情形 , 容易 作出 移动 标准 正 交 系 , 它 是 
Cv{0), £0)), E20) = + (— v: (0), v1(0)), (1. 3) 
这 里 2z 的 坐标 是 Vi Po 

移动 标准 正 交 系 的 显 公式 (1. 1) 一 (1. 2) 清 楚 地 表明， 如 果 + 
E F(R, RY, 则 此 坐标 系 在 SPCR, ROA, ERER, 

一 且 知 道 了 沿 着 矿 的 一 个 移动 标准 正 交 系 ， 就 可 以 用 这 个 系 
求 得 围绕 站 的 “ 管 "的 坐标 系 ， 事 实 上 , 设 4(6) 如 定理 1, 1 中 所 给 ， 
060) = (du) (ABT / |du(O) /d0 |, & (w, Say ++, 4) 是 沿 着 厂 的 一 个 
移动 标准 正 交 系 ， 考 虑 化 变量 REG, p) MW, ZE p= (or, 
os pr) 的 转 置 列 向 量 , 变换 公式 是 

z=u{0) +Z(0) p, 2 = [Es, +, Er], OE (1. 4) 
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i= 


多 是 Rx (n—1) 58, 它 的 列 向 量 是 Er «+, En 
为 了 说 明 这 个 变换 在 小 的 充分 小 邻 域 里 (好 p 充分 小 处 ) 是 意 
义 明 确 的 , 设 


F(g,0, p) E (0) + Z(0) p—s. 


卫 相 对 于 O, p 的 偏 导数 是 


aF _du(0) , aZ(@) 
EZ 


由 于 对 所 有 9, duC@)/dd#0, Xol), 2OB—-TB EER 
系 ,所 以 对 于 p=0,，0<<9<w， 有 det[9F/36,，9F/9p]= lau(0)/ 
81、 det[v(0), Z(8)J+0. Hit, FERRAT 0 Mi >o, E 
lol <6, 0<0<o Btdet[3F/20, IF /3p] 寺 0. h FART BRR 
的 , 有 限 次 利用 聊 函 数 定理 ， 可 以 说 明 (1. DHFS eS 
30), 0<0<o 是 一 个 意义 确切 的 变换 . 

现在 我 们 在 微分 方程 (4) 中 作 变 换 (1. 4), 利用 4 满足 (3) 的 事 
KRAO p 的 新 微分 方程 , 假定 对 2? 的 一 阶 导数 连续 , m u 满 
是 定理 1. 1 的 条 件 . 

如 果 w(t) =u ZOG PONIRE (4), AM 


[op 
=f(u(O) +Z2(0) p) + FC, u(@) + Z(8) p). (1.5) 

ELH pi RI 内 ,8， 记 的 系数 惩 阵 是 非 奇 异 的 , 因此 从 方程 
(1.5) ALE 6, 6 解 出 作为 9, p, i 的 函数 ， 显 式 的 方程 可 如 下 求 
得 .利用 (4), 并 把 (1. 5) 的 两 边 投影 到 。(9) 上 , 得 

Gg(0 +f1(0, p) +R (0, DEFC, u(O)+Z(8)p), (1.6) 
这 里 如 是 的 转 置 。 
"2350. 


Hp, p) = [S| re" oA (6), a.n 


$108, 0) = —W (0, PZA pg(O) +h (0, DEUO 


+2(0)p) — f (u(8))1. 
把 (1.5) 的 两 边 投影 到 Z0) 上 , 利用 2 (8) f (uO) =Z (0) x 
9(0)du(G) /9g 一 0 的 事实 , 得 到 
方 =4(9)p 十 六 (9 p} 


+2 0) 1-2 ona, olro, u(0)+Z(0)p). (1.8) 


这 里 多 AZM, 而 
A@) =2 (| -Aao +£EO206)), 


F100, 0) =—2' (0) pF (6, p) (1.9) 


+z (| Feu) +2 (Gp) — f(u(9)) 
-afe arzo] 


A Leanna SEN, 如 果 f(a) o EN k 
(>>1) 阶 偏 导数 连续 , W FiO, 0), fo, p) 对 p WER kL) Brey 
偏 导 数 也 连续 ， 并且, 4 0 时 fi, 0) =OC| pF), f0, 0) =0, 
3f2(9, 0) /9p = 0. 这 些 函 数 对 于 6 的 导数 的 阶 数 比 了 和 dwt6) /26 
对 9 导数 阶 数 的 最 小 值 还 要 小 一 。 此 外 , 在 全 的 方程 中 线性 地 
包含 了 ,其 所 乘 的 给 阵 对 于 p 有 适当 阶 的 导数 , mR ut oA p 
阶 导 数 , 则 这 些 和 矩阵 对 96 有 Zz 一 1 阶 导 数 ， 这 些 结果 概括 成 

定理 1.2.， 如 果 4 满足 定理 L1H, p>2 X fE 
SPCR, R°), MEE SSO, n 维 向 量 f(9, p), klO, p)， 纯 量 
$1, p), (8—1) x (m—1) SEBE 4(9) 与 (8 一 1) xn 矩阵 BO, p), 
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这 里 所 有 的 函数 对 6 的 局 期 为 由 24 0< | 0] <6, 一 一 一 9 一 < 时 ， 
对 p 有 ?一 1 阶 连 续 导数 ,对 有 ?一 2 阶 连续 导数 ， 
fi(8, 0) =00 01), 4 1p1>0, 
f2(0, 0) =0, (1.10) 
Ff 2(0, 0) 
Er = 


使 得 把 变换 (1. 4 应 用 到 方程 (4), 当 |p1<5 时 得 到 等 价 系 统 
G=9(9) +41, p) +H (0, p) FU, uO) +200)p), 
p=A@) +420, 0) + BG, p)F(4,u(0) +209), LID 
这 里 9(b) 在 (3) 中 给 出 。 


VI. 2. 周期 轨道 的 稳定 性 
在 这 一 节 里 , 讨论 的 情况 是 镶 昌 线 太 由 (2) 的 非常 数 的 以 w 为 

周期 的 解 如 生成 ， 而 了 对 字 的 一 阶 导数 连续 ，。 如 同 前 面 提 到 过 

的 ， 我 们 可 以 假定 厂 的 参数 表示 式 是 r=), 0o; Au 可 

RAN, 又 满足 (3), 这 里 ，0<g<w 时 9(6) 一 1， 由 于 Ke) Ht w 

有 连续 的 一 阶 导数 ， 故 函数 a(9) 对 6 有 连续 的 二 阶 导数 ， 用 局 部 

ERRA 人) 来 说 ，(2) 的 解 在 古 附 近 的 性 态 由 微分 系统 
6=1+f1(0, p), - 
0=4(9)p 十 六 (9 p), (2.1) 

A400) =2'(0)| ~20) 4 FAO 7069 | 


的 解 给 出 , 这 里 fO, 0), fal, p) 对 9,p ER, 对 于 Pp 有 连续 的 一 
阶 导 数 , 对 4 的 周期 为 w， 这 些 函 数 满足 (1. 10); 即 
ifi(8,p)i=0 pi), 5 lel >0 kt, 
$20, 0) =0, (2.2) 
CIPCA _ 9 
ap 
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与 (2) 的 周期 解 00) 相 伴随 的 还 有 线性 变 分 方程 
dy _af(u(6)) 
g-m, e 


这 个 周期 系数 的 线性 系统 总 有 非 平凡 的 以 为 周期 的 解 ， 事 
RE, 由 于 (2) 意 味 着 Pu fal = (3f (G9) /azjd/ab， 故 du(8)/ 
de 是 这 个 方程 的 非 竹 凡 的 以 @ 为 周期 的 解 。 所 以 ，(2. 3) 至 少 有 
一 个 特征 乘 数 等 于 一 . 

引 理 2, 1. MUR n 维系 统 (2. 3) 的 特征 乘 数 是 J s Hai 1, 
则 mw 一 1 维系 统 

= Ap (2.4) 


的 特征 导数 是 ty …, pn-1, 这 里 ACO) FE C2. 1) 中 给 出 . 

证 明 假设 2 是 (1.4) 中 定义 的 %x (nm 一 由 第 阵 ， 由 于 200)， 
2 (9) 是 一 个 移动 标准 正 交 系 ， 向 量 du(9) /46 和 名 (9) 的 列 向 量 是 
相互 正 交 的 。 FR, TERN. RaR y, 有 唯一 确定 的 纯 量 月 
与 8 一 1 维 向 量 Pp, 使 得 9= Bdw(8)/d0 十 Z(90)p. mE y 是 (2.3) 的 
一 个 解 , 则 利用 dee /d6? = [Of (wu(9)) /9wjdw/a0 与 矩阵 (x, ZA 
相互 正 交 的 事实 ,直接 推出 p 满足 (2. 4). 这 说 明 线性 变 分 方程 解 
的 法 向 分 量 与 法 向 变 差 的 线性 变 分 方程 的 解 重 合 ， 

现在 假设 w, =, w 是 (2. 3) 的 % 一 1 个 解 ,了 : 是 下 Yi =[w?, 
on w] 定义 的 nx (n— 1) FRE, m C6) = [du (A) /d0, 于 (6)] 是 
(2. 3) 的 一 个 基本 矩阵 解 ， 如 果 玉 由 了 (w) = 了 (68) 下 定义 , RY 
特征 植 是 (2. 3) 的 特征 莱 数 ， 从 了 的 定义 直接 推出 的 形状 一 
定 是 

1 K 
0 pl 
因此 , 在 引 理 中 陈述 的 (2. DMR or, oor, Hai 是 K, 的 特征 值 ， 
如 果 Y= [du/d0]a+ZR, 这 里 a= (a, cs) 又 卫 是 (8 一 1) x (% 
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— DERE, WI a Zeke MEIR IF A HB FEAN PR (2. SRE 
MH, Rlo) =ROK,. EERORFGRH. ERE WREE 
一 个 n 一 1 维 向 量 6, 使 得 RCE =O, 则 了.(0)e 一 [du(0) /a0 Jae = 
0， 由 于 了 (0) 是 非 奇 异 的 ， 羽 (9) 是 《2, g) 的 基本 年 阵 解 ， 而 K 是 
REIER, TE 的 特征 从 是 (2. 4) 的 乘 数 , 引 理 证 毕 . 

让 我 们 回忆 前 面 关 于 稳定 性 的 某 些 概 念 ， 如 果 M 是 本 内 的 
一 个 集合 , TERY n MRU, R 内 到 M 的 距离 小 于 的 :的 
集合 ， 设 用 是 (2) 的 不 变 集 . 如 果 对 于 任意 e>0, 有 >0, 使 得 对 
FER LEM), (DRI EO, 9) 对 所 有 1>0 E U, ONA, BE 
RU ABE, WETER MEE, HIEED>O, KAAF 
EE PEU(M), RIC, m4 t>o MT M, 就 说 MERLE 
E MRU MIR INR, IH u 生成 的 对 应 的 不 
变 闭 曲 线 厂 相应 为 稳定 , 浙 近 稳定 , BLU RAR uG) 是 轨道 稳定 、 
使 得 对 于 任意 到 厂 的 距离 小 于 5 的 ro, A r =r (a), EE boo Bt 
(a(t, 29) -u(i =r) |>0, 就 说 w(1) 是 具有 源 近 位 相 地 渐 近 轨道 禾 
em. 

定理 2.1， 如 果 了 在 CRY RDA, 是 (2) 的 非常 数 的 以 o 
为 周期 的 解 , (2. 3) 的 桂 征 乘 数 中 , 1 是 简单 的 , 其 他 的 模 小 于 1( 特 
征 指数 的 实 部 是 负 的 ), WA a 是 具有 渐 近 位 相 的 渐 近 轨道 稳定 周 
期 解 . 

证 明 在 4 的 轨道 厂 的 邻 域内 的 解 可 以 用 方程 (2. DRE. 
由 上 面 各 假定 与 引 理 2. 1, 推 知 (2, 4) 的 特征 乘 数 的 模 小 于 1. 对 于 
也 的 充分 小 邻 域 . 即 p 充分 小 ,在 (2. 了 中 可 以 消去 4 使 得 (2. 1) 
的 第 二 个 方程 有 形状 


de, 
dô 


=A(60)p +f:(0, p), (2.5) 
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这 里 天 (9, p) 对 p 的 一 阶 篇 导数 迷 续 , fal, 0) =0, 3f4(9, 0)/Ip=0. 
REA E. 2.4.5 H. 7. 2 aA K>0, a>), n>), 使 得 对 于 1 ol 
<n, (2, 5) 的 满足 (bo go Po) = po 的 解 2 (8, 9o Po) 满足 
1p(8, Oo, Po) | < Ke py, OP00, (2.6) 
SILA T COME ete. 
方程 (2. 5) FO (2 EAE BLE, 《Cg) 在 二 附近 的 正确 
由 变换 公式 (1. DMR), PLACE), Oo, po) RA, 这 里 oð, 
go，po) 满 足 (2. 5)， 而 8( 引 是 在 (2. 了 的 第 一 个 方程 中 用 pO, Go, 
Po) RAF p 后 满足 8(10) = 60 的 解 ， 为 了 证 明 (2) 的 每 个 解 华 随 有 
一 个 浙 近 位 相 移 动 ， 只 要 说 明 当 tc 时 Et ATETEA 
就 行 了 ， 如 果 8 一 # 十 区 则 
$=f tty, PH p, bot po po). (2.7) 
REL. 2), 对 于 任意 >o, 存在 工 >0, HAI pln, 000 
E, IA, oe) |<Llol. SR m RB LK, <1/2. 于 是 只 要 1pl 
一 Km， 就 有 6>1/2 特别 对 所 有 >t AOC) RO, {AFL (2. 6) 
就 意味 着 对 于 所 有 pol cn, tt A PO) 90,， Pol <E. 
利用 (2.6), 我 们 对 于 所 有 >to lool <n 有 
[fed +P, OCE+ p, bot Bo, po | KL Ke eTe] po]. 
(2.8) 
对 和 于 任意 A>, Ghee <m 如 此 小 ， AR LKe’n,/a<B, 又 对 于 
FER to Ho, 考虑 由 把 fi，<) 映 入 召 的 这 样 的 连续 国 数 所 成 的 
BEL, 22) ET PER Oo) = ho, Pe titip) — Yo] <2. 利 
用 在 SOB, 2) ORF REGRET, APEE pll Pol < 
2) 与 任意 LP, no) 中 的 p, 考虑 映射 


(PH (A= Hot | fst p(s), PHPO) fort Po Po) ds, 


BA (TH) (bo) = Wo, >t ICY Hol <8. ik, 7: GB, 
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2) > GB, m) ,显然 它 是 连续 的 .此 外 ,由 于 (Ty)(4) 对 可 柚 , 又 
(2. 8) 被 满足 , 推 知 对 于 乡 (8, 92) 中 所 有 ,TATY)CD /db |< fa, 于 
是 了 是 多 (B12) 入 自身 的 完全 连续 映射 .利用 Schauder-Tychonov 
定理 , EL, ga) 内 人 有 不 动 点 ， 它 便 是 (2. DE GB, 92) 内 的 一 
PIR. 于是, (2.7) 的 所 有 解 当 121<9a 时 有 界 . 

还 有 , 如果 多 是 (2.7) 的 一 个 解 , 则 对 于 所 有 trto 


PORTION <f KLenze- tod. 


由 于 此 式 右边 当 troo 时 趋 于 零 ， 推 出 乡 趋 于 某 个 常数 。 定 理 
2.1 证 毕 . 

习题 2.1， 举 一 个 自治 系统 的 例子 ， 它 有 新近 轨道 稳定 的 周 
期 解 , 但 是 没有 渐 近 位 相 ， 

定理 2. 2， 如 果 妈 是 (2) 的 非常 数 的 以 中 为 辕 期 的 周期 解 ， 相 
应 的 (2. 3) 有 ”一 1 个 特征 乘 数 的 模 不 等 于 一 , WECDA ABET 
有 一 个 邻 域 不 -, 又 有 两 个 集合 Sr 与 Ur, 使 得 SrNU-=T, AC2) 
的 任意 一 个 i>0(4<0) 时 留 在 到 -内 的 解 必定 落 在 Sr(Ur) 上 。 如 
果 (2) 的 解 z 的 初 值 在 Sr (D7) 内 , 则 t-> 00 (£-> —00) Bae) ol. 
并 且 , mR 3) 有 2) PHHERRHRA1(> 1), WSOP) 
pg 维 ) 球 与 回 的 直 积 或 广义 Mobius 带 。 

证 明 在 周期 轨道 厂 的 邻 域内 ，(2) 的 轨道 由 变换 (1. 4) 与 实 
微分 方程 (2.5) 的 解 2(9) 给 出 ,由 Floquet 表示 定理 知 (2. 4) 6 E 
矩阵 解 可 以 表示 成 为 P(O)e”， 这 里 P( 人 ) 是 周期 为 的 周期 矩 
阵 ， 并 且 ， 习 题 重 . 7, 2 断言 如 果 只 要 求 了 是 周期 为 2w 的 周期 矩 
阵 ,PC0) 总 可 以 取 为 实 的 。 如 果 已 这 样 地 取 定 了 P, 把 实 变换 p= 
POr 用 到 (2. 5), 产生 等 价 的 实 系统 

f=Brifa(0, r), (2.9) 
这 里 所 (68,0) =0, OF,(0, 0) /Ir =0, Fi, 站 对 有 的 周期 为 zw， 而 
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且 B 的 特征 值 的 实 部 不 是 零 ， 把 定理 IY. 3. 1 用 到 (2. 9)， 又 利用 
变换 p=P(9)r, 就 可 以 直接 推 得 定理 的 结论 . 

把 Sr 与 Ur 分 别 是 做 周期 轨道 三 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 ， 
这 是 合理 的 由 定理 IW. 3. 1 还 产生 这 样 的 结果 : 流 形 5" 与 Ur 有 
周期 为 20 的 周期 参数 痊 达 式 ， 这 些 集 合 是 否 总 可 能 有 局 期 为 @ 
的 参数 表达 式 呢 ? 

我 们 举 下 面 这 个 例子 说 明 情况 不 是 如 此 ， 这 个 例子 看 起 来 复 
R 但 是 如 果 着 眼 于 它 被 编 遗 出 来 的 方式 ; 也 就 是 说 从 对 于 微分 方 
程 所 要 求 的 最 后 结果 倒 过 来 编 出 微分 方程 ， 这 个 例子 事实 上 就 不 
复杂 ， 考虑 方程 

(a) ?一 4(9)y， 
©) 6=1, 
ZH r= Cr, yz) 与 9 通过 
#=(r, +1) cos4r 包 
y= (r+1) sindrd, 


(2. 10) 


z=: 
用 R HERR T, y, 2 表示 ,又 


—cosdn@ m+ sinda® 

40- etre nao) 
A(9+1/2)=A(0). 

ER 内 ， 存 在 周期 为 1/2 的 周期 解 ， 相 应 的 周期 轨道 D 是 
(x, 加 平面 内 中 心 在 原点 的 半径 为 一 的 回 ， 下 面 说 明 这 个 周期 解 
有 Möbius 带 状 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 . 

方程 (2, 10g) 的 主 矩阵 解 是 已 (9)expBb, 这 里 

cos2mb sinžrð } 

—sin2x8 cos2n@ 


Po =| 
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一 2 0 
a 0 2 } 
矩阵 ACO) Se} O 的 周期 是 112, 而 矩阵 了 (四 对 6 的 周期 却 是 1 并 
且 易 见 主 矩 隆 解 不 可 能 有 这 样 的 Floquet 分解 ， 它 有 实 的 周期 部 
分 ， 厕 同时 局 期 是 1/2， 系 统 的 特征 乘 数 是 PL1/2)expB 的 特征 
值 , 它们 是 一 2 一 e. 
三 的 稳定 流 形 与 不 稳定 芒 形 是 
Sr BG ¥,z)ir=e"* (cos2x0, — sin2x6)a, o<e<d, 


~ha t |. 


Up= fa, 92:7 = e” (sin2nð, cos2a0)b, 0 <01, 
-bo<b<bol, 


这 里 anb 是 正 的 常数 ， 显 然 这 些 曲 面 是 Mibius H, 因此 不 可 能 
用 9 的 局 期 为 172 的 周期 函数 的 参数 式 来 表示 . 

TUR 2.2， 证 明 在 定理 2.2 中 站 的 稳定 (不 稳定 ) 流 形 SUr) 
的 任意 解 当 :一 co (> 一 co) 时 必 趋 于 六 且 具 有 渐 近 位 相 . 


YI. 3， 二 维系 统 中 轨道 稳定 性 的 充分 条 件 


考虑 实 的 二 维系 统 
a= X (x,y), 


g= Ye, y), 
BEX, Y 与 它们 的 一 阶 偏 导 数 在 R 内 连续 ， 假 设 C1), P 
是 (3.1) 的 周期 为 的 非常 数 周期 解 , CEC, #) 平 面 内 的 轨道 是 
玉 、 这 个 解 的 线性 变 分 方程 是 


(3.1) 


a= 9X, + ax, 
on oy 
(3. 2) 
oy oY 
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SSB ABR Ce), 9 CET, B3 IN. 7. 3 知 (3, 2) 的 特征 
乘 数 的 乘积 是 
exp| [_(ax/ae+a¥ aar], 

由 于 1 是 (3, 2) 的 特征 乘 数 ,这 个 指数 式 必 是 另 一 个 乘 数 ， 利 用 定 
理 2.1 与 2.2, 我 们 于 是 可 以 陈述 下 面 这 个 关于 厂 的 稳定 性 与 不 
稳定 性 的 充分 条 件 . 

引 理 3.1， 设 2CE), y(t) 是 (3. D 的 局 期 为 0 的 周期 解 . 
如 果 


(aX (Ct), PE) | OF G4), (8)) 
nt FED) 上 2 Jat<o, 


o 
则 (3. 2) RMN L AZ PA, PORAT 
FES, MEIRA REN, WG 2) — EAE 
1, 从 而 解 不 稳定 - 
为 了 说明 这 个 引 理 的 应 用 , 考虑 纯 量 方程 
ë+ fit+ ge) =0, (3. 3) 
或 等 价 系统 
=Y, 
g=- -fe 
BE fg 与 它们 的 一 阶 导 数 在 上 连续 ,了 有 若干 个 产 立 零点 。 
如 果 Gs， 办 = 六 /2+G(w)，GKz) = 上 9(s)4s， 则 如 沿革 


(3. D OR P È h 
B= — f(a) =f a) [G—E] (3.5) 


(3. 4) 


给 出 . 

如 果 xf 是 (3. 3) 的 非常 数 解 ， 则 不 可 能 有 i 使 得 ( 引 = 
EG) =0. 事实 上 , 如 果 确 有 这 种 1, Me =o) HE g TEA, 
由 唯一 性 将 推 知 对 所 有 i 有 x(t) = 2°, BUR (7) = 0 hg HC) HO. 

~ 259+ 


于 是 x(t) 在 5 取 局 部 极 值 ， 因 之 在 T ET eB w(t) 必 大 于 
RF eZ). FS (ey ROS ALM MEY, HESS (w(t) FEE PE 
是 定 号 的 , WE Et PORE RE, 

SURI A (3. 3) 的 周期 解 °C 8) 所 确定 的 (3.4) 的 闲 轨道 ， 
MEDENS =F HE RiR, mE h i ERAS aE) = 
0, =a) 0. A, RAES WER 
E(t)>h MG. DER 


pit -2CM, 
在 六 上 求 积分 ,得 到 
= | Get (3.6) 


从 引 理 3.1 与 (3.4) 这 种 特殊 形式 知 轨道 厂 的 线性 变 分 方程 
当 (3.6) 是 正 的 时 ,有 一 个 乘 数 二 1, 当 (3. 6) 是 负 的 时 , HR 
D1. BH, 如 果 对 RAE A, GCs) = 如 L4 FO it, 
(G(x) A] fo) BIER, TRI. ESI MAEA 
情形 , 我 们 陈述 

引 理 3.2， 和 如 果 下 9 在 内 有 连续 的 一 阶 导数 , 又 

CD 当 aca p it f(2)<0, Yaa, s> B acip it 
f(a) >9, 

Gi) H s+0 Bt xg(2)>0, 

Git) G=), $E Gla) 一 | gC)ds, 


则 (3. 4) 的 任何 闭 罗 有 一 个 特征 乘 数 在 (0，1) 内 , 因此 具有 渐 近 位 
相 地 渐 近 轨道 稳定 . 
引 理 3.2 的 一 个 重要 特例 是 van der Pol 方程 
E—k(l—2)i+r=0, k>0. 
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VI.4. Risin 


考虑 方程 系统 
i= ft) + F(a, e) {4.1) 
这 里 :BR">R", PROS 都 是 连续 的 .F(x, z) 对 x 有 连续 的 
MFR, 并 且 对 所 有 xz， 有 F(z,0) 一 0。 如 果 系 统 (2) 有 非常 数 的 
BMR u(t), FA o, Sue, 则 u 的 线性 变 分 方程 是 


p= Dy. (4.2) 


定理 4.1. 如 果 (4. 2) Ae — 14 PERE Bete, oo, oe ABEL, 则 
存在 一 个 so>0 与 三 的 一 个 邻 域 古 , 使 得 0 委 je| <et, 方程 (4. 1) 
有 一 个 周期 为 w* (2) 65 RU ut, 2), u*(-, 0) =u€-),0*(0) = 
out (i e) ot (e) F RAM t UR Oe] <e MER, Sn 
Hiss Hai PRA PRR, Mek R41 EWAN 
有 的 周期 解 .如果 5b es, Hs RRL Me, RARE 
位 相 的 渐 近 轨道 稳定 的 周期 解 ， 如 果 有 任何 一 个 上 SK 1, W 
2*《 2) 不 稳定 . 

证 明 由 定理 1.2 与 变换 (1, 4) 知 系统 (4.1) 等 价 于 用 上 述 
F(a, ORE FO ORARAA. 11). 在 这些 方程 中 消去 t, 得 
到 系统 

42 A P+RO, P,e), (4.3) 


HAO), RCG, pe) 是 MAMA MER, MRE Zip, M) 
内 ,这 个 Lipton, ME I.2 PAPE, FM 2, 1 意味 着 4p/ 
d= A(8) RUF FE FEB Bou, …, ka-!， 由 定理 IY. 2. 1 推 知 存在 
£020, pod, $ 0< |e] eo H4 DARHA o BORE b*(9，e)， 
EIO, e 连续, o* (0, 0)=0, HEEZE? <p 这 个 区 域内 
DARA OHO, A, Ha 的 模 都 不 是 一 时 ， 定 理 IT. 
3. 1 产生 关于 p*(9，e) 的 稳定 性 质 的 结论 .在 (1,11) 的 第 一 个 方 
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程 中 用 这 个 p*(9, e)， 令 其 满足 9(0) 一 0 的 解 为 多 划 ,可 以 得 知 当 
O< el Seo Rt AME AYE BAY o*(e),0*(0) =o, BOS e|< 
co 时 O(m*(e)) =o. WRR OG), o* CCE), e) SERU. 分 产生 
所 需要 的 (4. 1) 的 周期 解 以 及 如 定理 中 所 陈述 的 稳定 性 质 . 

现在 假设 jyCj=1, 2,…，m 一 1) 都 不 是 单位 根 ， 对 于 任意 的 
整数 (2) 的 周期 解 w 有 周期 go， 因此 在 上 面 的 证 明 中 方程 中 的 
所 有 函数 可 以 当 作 8 的 周期 为 hw 的 周期 函数 ， 由 于 定理 IV. 2.1 
关于 wy 的 假定 意味 着 (4. 3) 对 0< Je] Seo 有 周期 为 te 的 周期 
R AREER o| <p 内 是 叭 一 的 . 因此 , 这 个 解 必 是 上 面 给 
出 的 p*(9, e). 但 是 ，(4. DRET MED MRA RA 
Mc 必定 定义 "内 的 闭 曲 线 , 它 的 参数 表达 式 是 z 一 %(9) 十 和 (9)X 
pO, e), BOO, eG. 3) 的 周期 为 ko (& 为 某 整 数 ) 的 周期 
解 . 这 就 证 明了 定理 . 

对 于 了 = 0, 我 们 得 到 有 趣 的 

推论 4 1、 如 果 《4. 2) 的 ”一 1 个 特征 梁 数 ji,…, Hai 中 没有 
一 个 是 单位 根 , 则 


多 一 Fa) 
的 周期 轨道 三 是 孤立 的 . 
习题 4.1。 假设 ole, OH 2,9 的 一 阶 导数 连续 ， 试 证 明 存在 
一 个 so>0, 使 得 方程 


=k me) +e egle, t), ko, 
在 Yan der Pol 方程 
žk a)i += 

的 唯一 局 期 轨道 的 邻 域内 有 唯一 周期 解 ， 你 能 证 明 这 个 轨道 是 整 
体 渐 近 轨道 稳定 的 友 ? 

习题 4.2. 举 一 个 自治 系统 元 = 扩 %) 的 例子 , 它 有 一 个 以 四 为 
周期 的 轨道 T, 此 轨道 的 线性 变 分 方程 以 1 AAR R, ig EA 
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任意 邻 域 里 , 还 有 另外 的 局 期 轨道 . 

习题 4 3， 对 于 一 个 方程 和 = 2 ,能 否 有 一 个 性 立 的 以 四 为 
周期 的 轨道 个, 其 线性 变 分 方程 以 EAB RE, MOAT 
动 eg(z*) 使 得 在 厂 的 任意 邻 域 内 ,有 多 于 一 个 周期 轨道 ? 


YI. 5。 对 进一步 学 习 的 说 明 与 建议 
在 第 工 书 给 出 的 移动 标准 正 交 系 的 特殊 结构 ， 是 建立 在 
Urabe[1] 中 对 闲 曲 线 个 是 局 期 轨道 的 情形 给 出 的 描述 的 基 础 之 
上 的 .用 坐标 系 求 得 在 矿 的 邻 域 内 等 价 于 (4) 的 微分 方程 组 的 方 
式 却 是 不 同 的 , 由 于 Urabe 只 讨论 周期 轨道 的 情形 ,就 能 得 到 法 向 
变 差 关于 上 的 显 式 方程 , 而 不 像 (1. IDEF 8 的 显 式 方程 . 引 理 
1. 1 Æ Diliberto 与 Hufford[1] 给 出 的 ， 引 理 3.2 归 于 Coppel 
[1, 第 86 WI, Poincaré 对 于 解析 系统 已 知道 了 稳定 性 定理 2. 工 . 
一 般 地 说 , 当 (2. 3) 的 特征 乘 数 有 多 于 一 个 的 模 等 于 1 时 , 很 难 
讨论 在 轨道 邻 域内 (2) 的 解 的 性 态 . Hale +5 Stokes[1] 给 出 了 下 
述 结果 .如果 系统 (1) 有 一 个 含 上 个 参数 的 周期 解 族 , 则 线性 变 分 
方程 有 8 个 特征 乘 数 等 干 一， 如 果 其 它 乘 数 的 模 小 于 一 ， 出 赋 族 
中 每 个 轨道 稳定 , 而 且 事 实 上 (2) 的 接近 此 族 的 解 具 有 渐 近 位 相 地 
新 近 趋向 此 族 中 的 一 条 轨道 
具有 呈 仿 参数 的 周期 解读 的 非 线性 系统 的 自治 扰动 是 极 难 研 
帘 的 , 在 Urabe 的 书 [1] 中 用 很 大 篇 幅 讨 论 了 它 、 在 下 一 章 , 将 假 
定 线性 变 分 方程 只 有 一 个 乘 数 的 模 为 一 ,来 讨论 (2) 的 非 自治 扰动 
的 周期 轨道 附近 的 解 的 性 态 . 如 果 非 自治 扰动 当 t 大 时 是 “小 ”的 ; 
即 系统 是 “ 渐 近 ”自治 的 ， 则 可 以 讨论 非 自治 方程 与 自治 方程 的 所 
有 解 之 闻 的 定性 关系 ， 而 不 要 对 自治 方程 的 解 作 任何 假 定 《〈 见 
Markus[1]J,Opialf1],Yoshizawa[1]j). 关于 个 参数 的 周期 解 族 
的 非 自 治 扰动 , 可 看 Hale 与 Stokes[1], Yoshizawa 与 Kato[1], 
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PWS 会 有 小 参数 的 方程 的 积分 流 形 


假定 第 VI 章 的 系统 (2) 有 不 变 集合 , 它 是 一 条 光滑 的 Jordan 
BROCE. E8 VI 从 中 说 明了 ， 通 过 变换 可 以 把 研究 (2) 的 
挑动 方程 ( 即 第 VI 章 的 系统 (4)) 的 解 在 矿 附 近 的 特性 ， 化 为 研 
究 方 程 
0=g(0) + OC, 0, p), 
p=C(O) p+ R(t, 0, p), 
这 里 的 2 表示 从 厂 算 起 的 法 岛 变 差 ，9 (6) 表示 未 被 扰动 方程 的 解 
ET EAMES. WR 9(8) = 1, 曲线 斑 便 对 应 于 周期 轨道 如果 9 
ERAST O, Er LERTA. 
当 gl RDRTF i t, 在 第 TI 章 中 已 对 上 述 方程 
给 出 了 者 干 结论 ， 由 于 此 时 问题 可 化 为 研究 某 个 非 自治 系统 在 平 
街 点 附近 的 特性 ， 分 析 起 来 就 特别 简单 . 另 一 方面 , 如果 @, RE 
& t, 那 就 不 能 化 为 这 种 局 部 问题 , 这 是 因为 即使 gC9) 三 1, 也 不 一 
定 能 从 方程 消去 4， 应 该 研究 在 不 变 集 附近 的 性 态 。 如果 9(9) 在 
+ OMS, WANE O, RAT i， 问 题 也 仍然 是 非 局 部 
的 .在 这 种 情况 下 , 还 出 现 了 另外 的 困难, 我 们 稍 迟 将 讨论 它 . 
本 章 的 目的 是 对 比 上 面 的 方程 要 一 般 些 的 系统 来 研究 这 种 非 
局 部 问题 ， 比 较 具 体 地 说 , 我 们 将 注意 形 如 
6=@*(1, 0, x, y, 2) =w(t, 0,2) TO, 0, 7, Y, 2), 
&=A(O, eat FU, 0,2, y, £), (1) 
9=B(0, e)y Gt, 0, 2, y, 2) 
HARA, Kple, 0, a, y) Æ RX RX RX R" hihi: AQ, e) t 
BOS, e) 是 这 样 的 矩阵 , 对 于 某 类 函数 8Cz), HEB T= ACO, e)a 的 解 
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当 #>co 时 按 指数 方式 趋向 于 0, J=B(8, e)y 的 解 当 I> ~ 时 
按 指数 方式 趋向 于 GF, G, @ 在 某 种 意义 下 , WED oy, e 而 言 
充分 小 ， 稍 晚 一 些 我 们 将 把 这 些 叙 述 得 更 具体 一 些 . 
虽然 将 假定 (1) 中 的 函数 对 于 紧 集 中 的 v, y 而 言 是 有 界 的 ,但 
不 假定 它们 对 于 向 量 9 而 言 是 周期 的 ， 在 具体 应 用 中 ， 经 常 遇 到 
《1) 中 所 出 现 的 都 是 8 的 周期 函数 这 种 特殊 情况 ， 当 研究 微分 方 
程 在 不 变 环 附近 的 局 部 扰动 时 , 就 自然 地 出 现 这 种 问题 . 在 许多 重 
要 情况 下 , 不 变 环 上 的 流 是 平行 的 ( 即 所 有 的 解 是 周期 的 或 拆 周 期 
的 函数 )， 因 而 方程 (1) 中 的 w(t, 6, eR. MRT RC) 
生 于 局 期 轨道 的 局 部 扰动 理论 , 那么 6 是 弛 量 , ww 是 常数 ， 而 根据 
周期 系统 的 Floquet 理论 ， 可 以 把 矩阵 4(9,e)，B(6,e) 取 得 不 依 
二 于 8， 而 对 于 具有 平行 流 的 不 变 环 的 一 般 扰 动 理论 来 说 ， 和 矩阵 
AQ, 2), BO, e) 不 能 取得 不 依赖 于 9, 这 是 因为 对 于 一 般 的 殉 周 期 
系统 没有 Floquet 理论 ， 第 8 节 的 习题 说 明了 产生 出 型 (1) 的 方 
程 的 许多 方式 . 
定义 1。 设 对 于 (z, OSAMA S 上 的 任意 点 P, HIRI 
统 z= 多 (z,#) 通 过 它 的 解 为 z(8). 如果 在 z( 站 的 定义 域内 , (2( 4), 
OBES E, 3 就 是 这 个 系统 的 一 个 积分 流 形 . 
本 章 的 兴趣 在 于 确定 在 什么 痢 义 下 系统 (1) 的 解 的 定性 性 态 
与 系统 
6=w(t, 6, 0), 
B= AO, O)a, (2) 
y=B(0, 0)y 
的 相同 . REDE RXR x RXR" HAP RDRE S, CMB 
数 表 达 式 是 
S={(2,0,2,y):2=0, y=0}. 
此 外 , RAR BRP th MRE, RES 具有 与 它 相伴 随 的 
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RAHE, WE, (2) 有 一 个 当 ! co Ht TS RXR xR” 
SOME, 有 一 个 当 > eo ATS H RxR xR” A ER 
SPR. AINE RAMA, 由 于 esgyb O, F 5G 77h, 
ZDARDRE S., 4 。 小 时 S, 靠近 (2) ORIRE S, 并 且 与 
SAHRANB EER, 
因而 在 本 章 中 , 我 们 确定 O, F, G 所 应 满足 的 条 件 , 以 保证 (1) 
Ain c= f(t, 9,e),y 一 g(t,0, e), tt,0)ERX R ty, FAM e= 
OR RA s=, y= HRR, His PARA, RR 
数组 
[0(#)=0(4, Oo, to), 2(#)=f(t, OCE), e), 
g(t) g(t, CE), 2) 1, 
对 于 也 中 每 一 个 t SR 中 每 一 个 6 ,都 是 (1 的 解 ,前面 的 曲面 
是 (1) 的 积分 流 形 . 
第 1 节 的 内 容 是 历史 地 ,直观 地 讨论 确定 (1) 的 积分 流 形 所 涉 
及 的 问题 以 及 可 能 的 解决 方案 , 第 ? 节 叙 述 主要 的 定理 , 它们 的 证 
HER 3.4.5.6 节 。 在 第 7 节 里 ， 把 第 2 节 的 结果 用 到 具有 周期 
扫 道 的 方程 的 扰动 方程 , 还 把 第 了 章 的 平均 法 引伸 到 对 《1) 的 上 与 
9 求 平均 ， 第 8 节 的 习题 比较 完全 地 说 明了 本 章 结论 的 意义 。 


VIL. 1， 确 定 积分 流 形 的 方法 
这 一 节 专用 于 直观 地 讨论 积分 流 形 以 及 某 些 已 经 证 明 在 确定 
积分 流 形 时 是 成 功 的 方法 . 为 了 讨论 , 我 们 选取 扰动 一 个 自治 系统 
b= X(a) ay 
的 问题 , 假定 它 有 一 个 非常 数 的 以 ee HARHA uC), RRE 
变 分 方程 


5 IX (ul t)) 
j= , (1.2) 
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Hn- 个 特征 指数 有 负 实 部 ， 如 同 我 们 已 在 第 YI 章 中 看 到 的 ， 

这 意味 着 由 % 描 出 的 轨道 是 渐 近 稳定 的 ,而 这 又 意味 着 柱 面 
S={(t, 2) æ =u lb), OIE ay, ateo (1.3) 

HEC, x) Se BPE ae A, ES Æ L D ERRE 内 的 一 


个 积分 流 形 . 
如 果 我 们 引进 第 VI 章 中 的 坐标 系 
z=u(0} +2(0)p, (1:4) 
则 在 人 的 邻 域 内 , 方程 的 解 由 
6=1+@(00, p), a.s 


=A p+R(9, p) 
KE, 224 | | > 0 BY OO, p) =0 pl), RO, p) =O(le|?}, 
所 有 函数 对 0 以 on 为 周期 , M dp /dO= A) p 的 特征 指数 的 实 部 
是 负 的 ， 根 据 Floquet 理论 ， 这 个 线性 方程 的 一 个 基本 解 组 形 如 
了 (9) ee P(@ +0) 二 P(0)， 如 果 我 们 设 

pCi) =PO)2(4), 
又 利 用 6=1+0(lp1) 这 个 事实 , 便 得 到 一 个 等 价 系统 


6=14@,0, 2), a.o 
2=Bz2+Z,2), 
这 里 当 |z|>0 时 @1C9,z) =O(12{), 2@, 2) =OCl 2/9), 又 B 的 特 


FEL RH, 

为 了 作 直 混 的 解说 ， 我 们 需要 下 述 在 第 I 章 将 也 证 明 的 结果 
SUM 1 6， 存在 正定 矩阵 0， 使 得 线性 系统 := Ba 的 初始 值 在册 
贺 z Cs 一 c>0(e 为 常数 ) 上 的 解 ， 当 时 间 增 加 时 必 进 入 此 精 贺 内 
部 在 引 更 了 1.6 中 指出 知 阵 = 全 e**er'dt 具备 这 些 理想 的 
EE. Fl 2/0 20, 2) OC 219, EHE oo>0 充分 地 小 ， 


使 得 (1. 6) 的 任何 初始 值 在 集合 
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U,(c) =4{(t, £) :4=u(0) + ZO) PG) 2, 0&0, 2’ Cz =e, 
一 ce 一 ti 一 oo 
0O<e<eo 
上 的 解 , 当 增加 时 必 进 入 此 集合 (因此 继 - 关 留 在 此 集合 内 铀 ). 集 
合 UUs(c) 在 x 空间 的 射影 是 围绕 闭 曲 线 
E= {r:x=u lh), IKES ot 
的 管道 ， 在 二 维 时 ， 它 是 围绕 名 的 环 ， 此 时 几何 关系 很 简单 ， 
Use) 表示 在 态 内 侧 的 一 个 柱 面 与 在 3 外侧 的 一 个 柱 面 . 
RE, 若 原来 的 微分 方程 (1. 1) 被 扰动 成 
t=X(a) teX* (t, a) (1.7) 
的 形状 , AB X, 2) 在心 的 某 邻 域内 有 界 ， 则 对 二 给 定 的 c>0 
与 完 分 小 的 e。， 当 时 闻 增 加 ， 解 仍 将 进入 Ps(c)， 因 此 , 对 于 固定 
的 6>0， 我 们 希望 对 于 小 的 。 ATM 有 某 种 积分 曲面 , 它们 
看 起 来 相似 于 柱 面 ， 然 而 , 即 令 这 种 曲面 存在 , 我 们 也 不 能 期 望 在 
这 个 曲面 上 解 的 性 态 相似 于 在 原来 的 8 上 解 的 性 态 ， 这 是 因为 这 
些 解 没有 伴随 着 强 的 稳定 性 质 . 正 因为 如 此 , 我 们 讨论 集合 号 的 结 
构 与 稳定 性 质 的 保存 ， 而 不 讨论 $ 上 一 个 特 解 的 任何 这 种 性 质 的 
保存 . 
现在 列举 若干 能 断言 被 扰动 系统 的 积分 流 形 的 存在 性 的 方 
法 .如 果 把 变换 (1. 4) 用 到 (1.7), 得 到 等 价 方程 
6=1+@(0, p) +2O*(t, 8, p), 
p=Al(O)p +R, p) +eR*(t, 6, p). 
方法 1。 (Krylov-Bogoliubov-Mitropolski). 约 在 1934 4p, 
Krylov 与 Bogoliubov 对 于 这 个 问题 作出 了 一 个 要 重 的 贡献 ， 方 
式 如 下 ， 他 们 通过 微分 方程 (1. 8) 定 义 映 “ 柱 面 "成 “ 柱 面 * 的 映射 ， 
使 得 这 个 映射 的 不 动 点 是 方程 的 积分 流 形 ， 当 8=0 时 它 化 为 S. 
他 们 还 讨论 了 这 个 流 形 的 稳定 性 质 ， 这 些 方 法 不 用 与 扰动 项 对 子 
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(1.8) 


# 的 依赖 关系 有 关 的 任何 特殊 性 质 ， 由 于 我 们 将 在 下 面 详细 讨论 
它 ,这 里 我 们 先 说 另外 一 些 将 不 予 进一步 讨论 的 方法 . : 
方法 2. (Levinson-Dijliberto)。 如 果 我 们 假定 扰动 项 对 
的 周期 为 on 则 由 上 面 对 稳定 性 的 几何 意义 的 讨论 ， 使 人 们 能 按 
下 述 方式 通过 微分 方程 (1.7) 得 到 一 个 环 域 映射 ， 设 UO 
UC Ntarhs WUE t= ORO, 实际 上 所 有 这 些 截 吕 
相同 ， 都 等 于 Usl), WREG, vo) 是 被 扰动 方程 AD 在 
# =0 的 初始 值 是 zo 的 解 , 又 = 充分 小 ， 则 对 于 任意 *>0， 函 数 
ar, JEB Ule) A Uste) =U sO RARR; B h Usole) 
入 自身 的 映射 ， 由 于 曲线 多 的 强 稳定 性 质 与 解 绕 此 曲线 “旋转 ” 
的 事实 ， 和 人们 猜测 存在 一 条 曲线 E. 使 得 *(r, 多 ,,) 一 名 ,, 与 
多, 一 多， 如 果 这 是 真 的 , 又 如 果 取 t 为 4, 则 方程 的 周期 性 意味 
着 对 于 每 个 整数 有 cho, 名,。) = 多,。、 由 于 考虑 由 多 ,。 引 
出 的 所 有 解 生成 的 * 柱 面 "， 我 们 求 得 方程 的 一 个 不 变 流 形 ， 在 这 
种 情况 下 ， 柱 面 上 的 解 可 以 用 环 面 上 一 个 方程 的 解 来 措 途 ， 此 环 
面 由 使 柱 面 在 1 一 0 与 4= ol MRO AB 到 ， 这 个 想法 的 基 
础 是 Levinson 1950 年 在 一 篇 漂亮 的 文章 中 提出 来 并 加 以 发 挥 的 。 
AIA Levinson 证 明 的 想法 ，Diliberto 与 他 的 同事 们 大 大 简化 与 
改进 了 Levinson 的 工作 , 并 且 讨论 了 更 为 复杂 类 型 的 积分 流 形 . 
事实 上 ,如 果 (1.7) 的 扰动 项 X* 是 任意 的 拟 周 期 函数 ， 则 它 可 以 
BRER PC, t, t,d), BBP, te, os to,2) 对 43 的 周期 是 
05, 3=1,2, +, p (1,8) 的 O, R" 对 上 有 同样 的 周期 性 结构 . 人 为 
地 引进 变量 OR 已 = 1, 从 (1. 8) 我 们 得 到 系统 
让 1 j=1,2 =, P 
6=14+0(, p)+eP*(6,£, 0), 
P=A(0) 0+ RO, 9) +O", č, p), 
EP*O, E, p), OO, E 0), E= E, too 2 AM 
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数 . 这 是 (1) 的 特殊 情形 ，(1) 的 6 在 这 里 是 由 上 面 的 纯 量 9 与 ? 
维 向量 所 组 成 的 了 十 1 维 向 量 ， 请 注意 方程 不 再 显 含 i.。Dilib- 
erto 通过 推广 周期 映射 的 概念 引进 一 种 精巧 的 方法 来 讨论 这 些 
方程 的 积分 流 形 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 这 个 方法 及 应 用 的 详细 
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HE3, RAE). BHR 

(a) 6=w@) +O, a); 

©) i=A(Pa +F, 3), a. 9) 
KROER Ac ER A, BEAM, XARA 
Wo, wk 


S={((6,x):2=f6), f 0+0) =f), 6 TER A} 
是 这 个 方程 的 一 个 积分 流 形 , 则 x(#) =f OG BE C1. 9b), 这 
EKOL 
6=w(0) +00, f0) (1.10) 
HDR RMR, 我 们 发 现 S 必 满 足 偏 微分 方程 


Hw) +00, I-A =F, (1 


F@+a)=f (0). 

现在 这 个 方法 还 没有 被 完整 地 RB, BE Sacker 已 经 开 了 一 个 
ik, wd 不 依赖 于 4 的 情形 用 此 方法 不 太 难 解决 ， 这 是 由 于 可 以 
沿 着 特征 求 积 分 ， 得 到 与 下 面 握 供 的 实质 上 相同 的 方法 ， 如 果 有 
o 值 使 2(6) =0, 则 由 于 解 一 般 不 像 方程 系数 那样 光滑 , 问题 比较 
困难 ， 光 滑 性 质 以 难于 处 理 的 方式 依赖 于 好 4， 在 这 个 问题 中 出 
现 的 男 一 个 困难 是 通常 的 选 代 手 续 导致 可 微 性 的 损失 ， 为 了 绕 过 
这 个 困难 , Sacker 在 每 步 选 代 中 解 椭 济 型 方程 


paf tlw +00, I—AO SF =F, P, 
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F@+o) =f@), 
其 中 其 小 , A 是 Laplace 算 子 ， 于 是 解 有 所 希望 的 那么 多 阶 的 
导数 , 不 过 为 了 求 得 原 方程 一 个 解 ， 在 选取 x 一 0 的 方式 时 要 作 仔 
细 的 分 析 . 对 这 个 方法 需要 作 的 进一步 的 研究 是 要 看 看 , HFD 
按 一 般 方式 依赖 于 上 了 时 是 否 可 能 求 得 结果 ， 还 穴 讨 论 访 形 的 稳定 
ER. 


VIL2. 陈述 结果 

在 这 一 节 蜂 ,我 们 详细 地 给 出 关于 (1) 的 积分 流 形 的 存在 性 与 
稳定 性 的 结果 ， 设 

Qe, 2) = {2,y, 2): lalao, |gl<o, cee}. 
将 要 用 到 关于 (1) 中 函数 的 下 列 个 设 : 
(H) 所 有 函数 A, B, wv, O, F, G E RxR X Ql, 20) 内 连续 与 有 
R. ， 
(H) 对 于 OS p<e, V<ei<eo, RBM RXR x Qoe A 
对 0 满足 Lipschitz 条 件 ， Lipschitz 常数 分 别 是 +(e), rle), 
E(e1), (ps £1), POP, 81), VCP, en), XE r(e), Len), no, el)， 
PCP, e0) 连 续 与 非 降 . 
(CH) 对 于 0S pa, 0<e,<eo, BHO, F, G E Rx Rx Olp, e) 
内 对 =, y 满足 Lipschitz Rk, Lipschitz 常数 分 别 是 eCo, 2), 
8(p, 21), 6¢p, 21), KB HCP, £1), 8 (p, as) 连续 与 非 降 . 
(A) WF RXR aE, O), O<e<eo, BRP Cs, 6,0, 0,29), 
1G (6, 0,0, 9, DBR N(e), 它 在 O<e<ey 时 连续 与 非 降 . 
(H5)0<e eo, 存在 正 的 常数 下 与 连续 的 正 函 数 a(e)， 使 得 对 于 
定义 在 (一 ,oo) 上 的 任意 过 续 函 数 9(1) 与 任意 实数 
=A), e)a, =B), e)y 

的 主 矩 阵 解 罗 (t r), YO, 要 分 别 满足 
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IÐ (t, t) |SK, tr, 
(F (E, DEK en, gece, 


(He) 设 p(A, D, 2), g(A, D, e) H 


(2.1) 


kr fe) 


BCA, D, e} = (D, e) +6(D, e) A+ [5(D, e)D-+N (e)], 


(2. 2) 


q (å, D, e) =Lle) +7 0D, 2) + u (D, £) A 
定义 , URE 0<e<e 时 
(a) a(e) —q(A, D, 2) >0, 
(b) ôD, 2)D+N(e)<a(e)D/K, 
《c) Kp(A, D, e)<[ale) -g (A, D, 2) JA, (2. 3) 


P(A, D, e) u (D, 2) a). 
@) ate) (A, D, 2) +ô, <5 


现在 我 们 能 够 陈述 
定理 2.1， 如 果 系 统 (1) 满 足 假设 (五 站 一 ( 右 )， 则 在 BR*，R" 

ARMAAN fO, 9, e), 9(#,6, e), CNE RX Rx 《0,e1) 内 连续 ， 
UD HAMMEL, HO Lipschitz 条 件 , Lipschitz 常数 
为 A, 使 得 集合 
S. ={€8, 0,2, y)iz=F(t, 0, e), y=g(t, 0, e), (£,0) Æ Rx F py} 
是 (1) 的 一 个 积分 流 形 。 如 果 (1) 中 的 函数 对 89 有 向 量 周 期 o， 则 
£G,9, 2), 9(4, 8, 2) 也 对 6 有 向 量 周期 o。 和 如 果 (1) 中 的 函数 对 
的 局 期 为 了 W f(t, 6, e,), 9(#,6,e) 对 在 的 周期 也 为 了. WRO) 
中 的 函数 对 # 为 否 周 期 函数 , 则 f, 9 也 如 是 . 

在 证 明 这 个 定理 之 先 , 我 们 叙述 某 些 直 接 推论 , 由 于 它们 在 应 
用 中 的 重要 性 , 我 们 也 陈述 为 定理 。 

定理 2.2， 假 投 系统 (1) 甚至 对 <=0 都 满足 (五 ) 一 (6) 而 
ale) 一 at a 为 常数 )- 如 果 (0, 0) = y (0, 0) =8(0, 0) = N(0) =0, 
Xa—L(0)>0, MEE e> 5 O<e<e, 上 的 连续 函数 De), 
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A(e})， 当 >0 时 它们 趋 于 零 ， 使 得 定理 2. 1 的 结论 对 这 De), 
A(e) ERA. 

TER ”根据 定理 2.2 的 假设 , 一 工 (0) >>0， 因 此 我 们 可 取 eo 
LAK Oe Sey 时 a— Lle) >0, h F 9(0, 0) =0, FEER er Ar, 
D, 使 得 (2. 38) 当 Oe Se), ASA, DSD MAB. WF 6(0, 0) 
二 0 与 NC0)=0, 推 知 可 以 进一步 限制 el 与 选取 Dle), 使 得 9->0 
时 D(e) >, Tht O<ce<e, 时 (2.35) 被 满足 . 由 于 py (0,0)=0,8(0, 
0) =0, HM, 与 0 时 趋 于 等 的 函数 A(e) 可 以 这 样 来 选取 , 以 
致 0<e<el 时 (2, 30) 被 满足 . 如 果 A(e), D(e) 按 照 上 面 所 选取 的 ， 
Wl e-> ORT p(A(e), Dle), e), (DCE), 2) > 0, 由 此 推 知 可 以 进 一 
PRM e >>0 使 得 0<e<sl Ht (2.3¢) 7A. AEA em 2.1 
证 完 定理 2. 2. 

如 果 (1) 中 的 wt#,9,e) 是 一 个 常数 , 则 工 =0， 而 根据 (下 s) 条 
件 «一 >0 自动 满足 。 定 理 2.2 中 的 假设 (A) (Ay) ADR 
示 关 于 扰动 函数 O, F, G 的 光滑 性 与 微小 性 的 条 件 . 

考虑 系统 

O=wt gOCE, 0, £, Y, e), 
=eA(O)at oF (t, 0,2,4, 2), (2. 4) 
y=eB(G)y+ 2eG(t, 0, x, Y, £), 

这 里 ww 是 常数 . 

定理 2.3， 假 设 系 统 (2. 4) 中 的 4, 8,w, @, 7,6 甚至 对 于 。 
二 0 与 7(0,0)=6(0, 0) =N(0) 一 0 都 满足 假设 ( 吾 ) 一 (HH)， 如 
RE He) H asea, at>0 为 常数 ,又 alimo, e)>0, MER 
2. 2 的 结论 对 于 系统 (2. 4) 正 确 . 

证 明 由 于 方程 (2. 4) 的 形状 意味 着 e 是 (2. 3) 中 所 有 函数 的 
公 因 子 ， 故 只 要 说 明 工 =0 且 用 a 代替 wa(e) 时 满足 关系 (2. 3) 就 
够 了 .现在 证 明 恰 如 定 理 2. 2 的 证 明 那 样 进行 . 
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BRK 
eG =w+ Ot, 9, £, Y, £), 
£b=A(O)E+F Ct, 0, x,y, e); (2. 5) 
- ey=B(O)y+G(, 0, x, y, 2), 
这 里 包 是 一 个 常数 . 
定理 2. 4， 假 设 系统 (2. 5) 中 的 A, B, w, O, 站, G RBM e 一 0 
都 满足 (CH) 一 CH0), 而 p(0, 0) =80, 0) =N (0) = 0.30 RECA) h a 
Sa/e, a >0 为 常数 ,又 aimn (0, 2) 之 0, 则 定理 2 2 的 结论 对 
系统 (2. 5) 正 确 , 
证 明 实质 上 与 定理 2.3 的 证 明 相 间 . 
为 了 说 清楚 基本 思想 ， 将 把 定理 2. 1 的 证 明 分 成 若干 简单 步 
彤 来 作 ， 其 中 某 些 步 晤 本 身 是 有 意义 的 ， 将 叙述 成 引 理 ， 蛮 于 牵 
涉 到 由 系统 (1)，(24) 与 (25) 组 合 而 成 的 系统 的 积分 流 形 的 结果 ， 
可 以 用 与 下 面 给 出 的 证 明 相 同 的 方法 来 陈述 ， 这 些 结果 当 需 要 时 
容易 得 到 , 看 来 不 值得 详细 叙述 它们 . 


VEL 3， 一 个 “ 非 齐 次 线性 ?系统 

在 定理 2. 1 的 证 明 中 , 我 们 将 利用 逐次 逼近 法 , 其 方式 与 在 第 
TY 章 中 用 来 得 到 在 平衡 点 附近 的 性 态 时 很 相似 ， 设 

St = 4f: (一 ce) x ROR, CHER AAR, 
对 于 任意 FES", 定义 
1 用 =sup{l 了 (4 0)1, G, OER RY. 

在 (1) 中 对 于 一 个 积分 省 形 的 逐次 逼近 的 概念 是 设 z= 了 (人 0), FE 
Sa 一 9(t, 6), 968", 代入 (1) 的 第 一 个 方程 ， 得 到 一 个 只 含 6 的 
方程 , WAU O=ACE, 98, 了 ,9)， 由 这 个 方程 可 以 解 出 9(#, r, E, 
5,9), 这 里 对 任意 (r, DOERR 有 68(7) =<， 于 是 把 这 个 函数 9 代 
人 (1) 的 第 二 ,三 个 方程 , 得 到 形 如 
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b= A(O(t) a+ fle, OC), 
y=B(O(t Dy +O, O(4)) 
的 方程 , 这 里 名 9 依赖 于 ，g， 更 重要 的 是 依赖 于 6(t) 的 初始 数 
据 , 即 ,&， 于 是 问题 在 于 确定 这 个 系统 的 作为 (r,， OM BBO 
RR. 

于 是 ， 我 们 引出 了 一 类 “ 非 齐 次 线性 "系统 ， 我 们 这 样 来 称呼 
这 些 方程, 是 因为 在 迭代 过 程 中 的 每 一 步 , 它们 都 是 c y 的 线性 方 
程 ;也 就 是 说 , 对 于 定义 积分 流 形 的 坐标 是 线性 的 . 为 了 记号 简便 ， 
我 们 将 假定 在 (1) 中 9 方程 不 出 现 ， 一 般 情 形 沿 着 同样 的 线索 稚 
导 , 对 于 任意 PES*, QES, 我 们 首先 考虑 “ 非 齐 次 线性 "系统 

(a 6=P(#,0), 

{8) #=A(O)c+Q(t, 9). 

对 于 任意 (r, ERK RY, 4 6*(8) =0*(t, r, é, WDB 
WE OX (r) =E 的 解 、 由 于 PCE, 0) HR, 这 个 解 总 在 (一 -=, 0) b 
存在 ， 我 们 希望 在 Sr" ATX, P, 0), 使 得 

(0* (8), XE, 8*(4), P, @)), 8E( 一 co 09) 
对 于 tE, co) 与 所 有 (rT, OER FP 是 (3. 1) 的 解 ， 如 果 我 们 
能 够 达到 这 一 点 , 则 集合 
2 一作 (和 6,4) 12 =X, 6, P, Q}, (2, ERK R} 
是 {3. 1) 的 一 个 积分 水 形 。  THRSUBX HSE, it 
Dt, rE 了) 是 线性 系统 . 
t= AC, T, E, P) yE (3.2) 
HEERE. HG 18) 用 各 数 变易 公式 ,产生 
X(t, O* Ctr, é, P), P,Q) = Dt, r, PXT, E, P,Q 


(3. 1) 


+f DC, 8t, POG. O" (3, 1,6, P))ds, 


t€(—co, 20), 
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IR AD RT 9, WF DOr, é, P)=expl Act —r)], 这 个 关 
系 式 比较 简单 ,用 OG, r, é, P) 乘 上 面 这 个 关系 式 ,利用 主 矩 阵 
解 的 性 质 ,看 出 常数 变易 公式 可 以 写成 

Xlr, E, P,Q) = Ox, 4,6, PK (1,0"( 8,7, E, P), P,Q) 


-f P(r, 8, Ë, P)QCS, 0* (8, r, Ĉ, P))ds, 
. 1€(—co, co). 
由 于 假定 万 属于 S, 特别 它 是 有 界 的 ， 我 们 可 以 在 这 个 关系 式 中 
2 t BT, 又 利用 假设 (7s), 得 到 

X(t, 6,P, D=f Oat t,@,P) 

KQ(at+é, O* (u+é, t,0, P))du, (3.3) 
这 里 已 经 用 (5 DRET ré. 

由 得 到 关系 式 (3. 3) 的 过 程 , 推 知 (3.3) 定 义 了 《3.1 了) 的 一 个 积 
PRE, 并 且 它 还 是 留 在 = 坐标 有 界 的 区 域内 的 仅 有 的 积分 流 形 . 
这 些 事实 综合 为 

引 理 3, 1， 如 果 满 足 (五 D)， 则 对 于 任意 PCS’, OCS", HH 
《3-17 有 一 个 用 (3. DH XG, 0, 了 P,Q) 参数 地 定义 的 积分 流 形 ， 而 
且 它 是 (3.1D 仅 有 的 = 坐标 有 界 的 积分 流 形 , 

我 们 的 起 始 目 的 是 推导 由 (3. 3) 定义 的 函数 Xt, 0, P, Q) h 
SEM. 特别 地 , 我 们 希望 讨论 作为 PLO 的 界 与 光滑 性 质 的 函 
数 而 言 的 苹 的 界 与 光 少 性 质 。 对 于 “ 非 尘 次 线性 ”系统 (3. 1) 的 基 
FARE TÈ 

3183.2. Bit AC), P(4, 0), QC 0) 0 AE Lipschitz ge 
tF, Lipschitz X RORE r, LP), M(Q), 又 假设 (Hs) 被 满足 , 其 
中 >L(P)， 如 果 久 (P,Q) HEX, MXP 
属于 8" ,定义 了 (3. IJ) 的 一 个 积分 流 形 , 又 对 于 所 有 #ER,9,6ER*， 
P, FES+，O,GESr 满足 
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@) [XC,6, P,Q) -X5, P,Q < MQ) 


K 
a—E(P) 
Kr a 
+ 全 494 Jo-81, 
© (XG, PO) -XC POISE, 
X(+,+,P,0)=0, (3.4) 


(0) XC, P,O -XC BO S 


x(a @ +o- 

MRPO), OOE AAT LE Mo HAARE WXC, 
OPOR OA READ WAREK, MRPO, Q00) 
是 的 局 期 为 《或 到 周期 ) 的 函数 ， 则 (40, P,Q) 是 :的 同期 
HT (或 殉 周 期 ) WAR. MRPO O), OC, 69) 不依 束 于 & M 
XCO P,O RRF t 

证 明 由 于 X(-，，，@) 对 9 RREN, IREO BEE 

e, o ojs, 


差不多 直接 得 到 关系 式 (3.45), WFC, +6, P) 非 线性 地 依 
MTOP, LANG. 40), (3.40) SGA, WR 4 依赖 于 0， 
这 种 非 线性 依赖 性 也 反映 到 函数 PC, 0, 已 .我们 的 第 一 个 目 
标 是 求 关于 0, P 的 这 个 依赖 性 的 估计 式 . 

HF PQ, 9) 对 8 满足 Lipschitz & fh, Lipschitz 常数 是 
L(P), (3. 14) 简 单 地 应 用 微分 不 等 式 ,得 到 对 于 所 有 t, TERS 
P, PES 的 估计 式 

(a) [OC r, $, P) Ot, z, L P eE Et], 

(3.5) 


EP 


Tp P-P, 


(B) |0* Gt, r, $, P)—0* (Ct, r, 8, PIS 
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事实 上 , 这 两 个 关系 都 容易 从 关系 式 
D*y (u) SL(P)y (u) + PP] 
得 到 ， 这 里 D+ 是 右 导 数 ， 令 p(x) 二 10*{w, r, E, P) —0* (u, zt, 
P) |, 81 (3.50), LS yu) = 18" (u, r, E, P)—0* (u, r, E, P|, P 
=P, 便 得 到 (3. 5a). 
现在 我 们 求 Ot, r, 6, PAF O, P 的 依赖 性 的 估计 式 ， 如 果 
我 们 利用 全 (4, 7,9, PÆ. 2) HE RELA RE P Cw, r, 0, P)— 
Plu r, Â, P EERTE 
Zao (u, r, 0, P))e-+[A (6* (u, r, 0, PY) 
—A(0*(u, 7,9, P))1® Cu, 2,6, P) 
的 解 这 一 事实 , 则 由 常数 变易 公式 得 知 对 于 所 有 UCR 
DU, 4+t,0,P)—O, ut sD B= ou, v+t,0, P) 
x [AO*(vtt, ut, 8, P))—AO* (+t, +t, 8, P))] 
xP(ot+t, u+t,G, Pdav. 
因此 , 从 (Hs) 与 关于 4 满足 Lipschitz 条 件 的 假定 ， 得 到 xs<0 时 
|®Ct,ut+8, 9, P) -O(t,u+#, 6, P)| 
<K*rer|" 10*(v+t,u+t, 0, P)—O*(o+t,u+#,5, P) |du. (8.6) 


如 果 我 们 设 P= P, 又 利用 (3. 5a) $ (3. 6), 则 对 所 有 <0 
IP, u+t,0, P)— D(t, utt, 8, P| 


<É" fete 一 1]18 一 列 . (3.7) 


如 果 我 们 设 0= 4, 又 利用 (3. 5b) 与 (3.6), 则 对 所 有 w<0 
|P(t,u+#,0,P)—D(t,ut+t, 0, P) 


Ker 
ST) 
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e[et?*_14 LP] P-P]. . (3.8) 


fa 


AGD 5H), 我 们 有 
1X, 6, P,Q XU, 8, P,Q} 


<f? Hema (Q) 19" + t, t, 6, P)=0° U+ t,t, Ë, Pid 


+f (OU, u+t,8, PD u +4,8, P) Old. 


利用 (3. 5a) 53.7), 我 们 得 到 关系 (3. 4a), 利用 (3. 55) 与 (3. 3) 作 
相似 的 估计 给 出 (3. 4c)， 这 就 完成 了 引 理 第 一 部 分 的 证 明 . 
RERNE. DHH P, @ 对 6 有 向 量 周 期 EE 
MEREU, r 6+@,P)=0*(t, wy Pr to, FE P(E OF 
œ, P) = 人 PB(f,r,0,P)， 从 公式 (3.3)， 可 得 XE, 0+0, P,Q) = 
XU, 0, P,Q). WRC. L PRP, Q 对 的 周期 为 了 , 则 解 的 唯一 性 
TOE O* (ttr +T, r+T, é, P)=0* Gtr, r, P), KARRE 
HB Di 二 rm 7,0, Hr ARA T. hF OC, tr, 0, P) x 
DU+r, r, 0, P) =], BROW, t +r, 0, P) er GAMET, A 
(1.3), Aa XC, 6, P,O i 有 周期 为 了 .如 果 PCE, 0), Q, 0) 
不 依赖 于 i， 则 由 同样 的 论证 得 知 立 (1, 0, P, 8) 对 t 是 有 任意 周 
期 的 周期 函数 ,因此 必定 不 依赖 于 +. 
P, 四 是 二 的 至 周期 函数 的 情形 讨论 如 下 ， 如 果 AER 
数 , 我 们 在 38* 8” 内 分 别 用 
P,(t, 9) =P +8,0), 
Q(t, 0) =Q +4, 6) 
EMPL. AAS OC, r é, PXP Ay Lipschitz 函数 相 
同 的 过 程 , 容易 得 到 对 于 所 有 u, t, f 成 立 的 
1O* (e+ e+, t+6, 0, P)—0*(x+t, t, 0, P)| 
eee 
LCP) 


现在 利用 与 求 得 (3.8) 同 一 类 型 的 议论 , 可 得 对 所 有 w<0 
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IP -PI 


1@(¢+6,u+8+6,64,P)—P(t, ut 4,6, P) 
Kr upprit 一 
Saye 14+ L(Pw|Ps—P I. 


在 (3. 3) 中 利用 这 两 全 关系 , 我 们 得 到 对 所 有 t, 6,9 成 立 的 不 等 式 
LXC +ô, 0, P,Q) —X(t, 6, P, Q) | 


K K ,Er 
<EI0,. 0 ta Spy MO) + NPP. 


利用 这 个 不 等 式 与 我 们 关于 玛 周 期 函数 的 基本 结果 〈 附 录 的 定理 
8), 便 可 完成 引 理 3.2 的 证 明 . 

在 引 理 3. 2 BRR RA Ho 是 (3.1) 的 解 趋向 于 积分 流 形 
的 速率 的 一 个 量 旗 ， 而 当 数 工 (P) 在 甘 种 意义 下 则 是 流 形 上 的 解 
可 能 相互 靠拢 或 离开 的 最 大 速率 的 一 个 量度 ， 自 然 村 问 ， 为 了 得 
到 流 形 参数 表示 式 的 Lipschitz HME, 是 否 必需 a— LP) > Or 

AT THY w 一 工 (P) 一 0 时 可 能 遇 到 的 某 些 困难 ， 让 我 们 讨 
论 下 述 二 维 (w, 2) 空 间 的 例子 . 如 
u=roosd, v=rsind, 系统 为 


O=ksing — 29° (7 一 1)2， 


rsing 


?=r(1—7). 
Br=1 是 这 个 系统 的 一 个 积分 
流 形 . 如 果 = 1+ p， 则 流 形 > 一 
1 的 线性 变 分 方程 是 六 = 一 P， 而 
BCs) 中 的 常数 a 是 十 1。 另 
一 方面 ,在 流 形 + = 1 上 , Lipschitz 
常数 LCP) 可 以 取 为 .此 外 ,在 ?= 二 1 
上 有 稳定 结 点 (一 1, 站 与 鞍点 (1， 
0). 在 图 3.1 中 国 出 了 *<1 与 
之 1 时 这 个 系统 在 7=1 附 近 的 
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JE. kcl, MARASA r=. 相 切 地 进入 结 点 (一 5 0), 
当 &>1 时 ， 所 有 轨道 与 圆 >=1 相 垂直 地 进入 结 点 (一 1, 0)， 当 
&> 时 , 方程 的 小 扰动 可 能 引出 一 条 有 尖 点 (一 1 0) 的 不 变 曲线 . 
下 面 这 个 例子 说 明 尖 点 可 能 出 现 . 考虑 系统 
6=ksing, 
a= —z+f(0), , 
这 里 了 的 一 阶 导数 连续 , 又 (9 十 2x) 一 了 (0) 第 一 个 方程 有 解 


O* (2, v, E) = 2are ‘(emie$) 
六 此 由 (3.3) 得 到 积分 流 形 
X(t, 0,4) =X(0, k) = f ef [are e(o $) law. 
对 于 (一 x, DARBHESBME a, 
axe D) -f erth sinter reost S| "du 


存在 ,并 且 对 任意 是 连续 的 ， 如 果 >1， 又 时 /6 在 9=# 与 
一 5 的 邻 域内 不 是 零 , 坟 (9,5) 不 满足 Lipschitz 条 件 , 则 上 面 这 个 
积分 当 lon 或 一 x 时 成 为 无 界 的 . 
VIL. 4。 上 映射 原理 
:为 了 用 引 理 3.2 证 明定 理 2.1, 我 们 定义 一 个 不 动 点 重合 于 
(1) 的 积分 流 形 的 映射 ;并 且 证 明 它 是 一 个 迁 缩 . 为 了 方便 , 先 比较 
一 般 地 叙述 这 个 映射 ， 随 后 特殊 化 到 系统 (1)， 对 于 给 定 的 常数 
A, D, Be - 
S*(A, D) = (JES: IfI <D, 4 FARA CE, 8,8) 
ER x R*x RY, fG, 8) fC, |<A|O—4]}. (4.1) 
i PeR RSA, DIR, QUE X REX SA, D) >R", X3 -F 
任意 JES" (A, D), BEPC o PES ROC S DESA B 
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们 从 系统 (3. 了 的 讨论 得 知 ,对 于 任意 ES"(A,D), 系统 
$=P((t,0,1), 
z=A(O)s+ QC,0, f) 
有 一 个 由 参数 式 (3.3) 定义 的 积分 流 形 ， 为 了 强调 对 了 于 了 的 依赖 
+, 我 们 再 把 (3.3) 改 写成 


(4.2) 


EUO =f) Out 6,6) 


x Qtt, lutt, £8, 1)) du, (4.3) 
BARAT BLT OAS ee eS 
QC rE f= O48, 7, $ PE, FD), 
Pb rt f= P, r E PO sf), 
X*(£,0, P) =X, 0, Pl, +f), OF, fD). 
IRE 5"(A, 了 ) 内 有 一 个 用 使 得 FC, =X, OF), M f 
定义 (4,2) 的 一 个 积分 流 形 .显然 , 在 定义 
P(#,0,f) =w( ,0,e) + Ot, 0, f(t,0), €), 
Q(#,0, 7)=F(t,0, f(t, 0), e) 
后 ,上 面 这 个 手续 可 以 简便 地 用 到 没有 8# 的 方程 的 系统 (1)， 
现在 我 们 推导 关于 P, 8 的 某 些 条 件 , 以 保证 对 于 fES*CA, D), 
e,o PENER, 
作 下 述 假定 :存在 常数 AD), M(A, D), L(A, D) 与 aD), 
5《D), 使 得 对 于 所有 (#,9,0)ERx R xR 5 f, JESA, D), 
1C, SAIS BCD), 
1C, oP), 5. Piso) FFL ， 
IPG, PGC, PISO Fl, (4.5) 
LOC, 6, F) —Q(4, 6, f) | < MCA, D) 6-8), 
IPCE, 0, f) PC, 8, f)| <L(A, D) 10—51. 
现在 , MRR MCAD), LA, DAE MQ), LCP), 
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(4.4) 


则 用 (3.4) 得 知 , ABa— L(A, D)>0, MF RAC, 0, ERX R x 
RS f, JESCA, D) 有 


IX. ASE AD), 
[X*(t, 0, f) -XU piZ D g al, 
ISG PX PL 


KIM(A, D)b(D) Fi (4.6) 
到 aria +a) his Jb 


MA, D)= MCA, D) + EL AD) 


从 这 些 关系 式 , 我 们 可 以 陈述 下 面 这 个 

引 理 4.1， 假 设 Q, PRE 4.5), Maw fES" {A, D), 
(4. 2) 唯 一 的 积分 尝 形 XO DAUDE REA, DRE 
关系 式 

(a) og—L(A,D)>Y, 

(b) KP(D)<aD, 

(e) KMA, D)<[a—LtA, D) JA, (4.7) 


KM, (A, D)b(DY} 
a) eke Dy te? |= 


h TS= AC, +) SR MMWR PS" (A, DSA, D) 便 是 一 个 
压缩 

如 果 满足 条 件 (4. 7)， 则 XG, PFE SA, 号) 内 有 唯一 的 
不 动 点 . 


2 


{d 


> 


YS. 定理 2.1 的 证 明 
现在 我 们 可 以 对 没有 # 的 情形 证 明定 理 2. 1， 要 作 的 仅 有 的 
一 件 事 是 对 于 由 (4. DELH P, Q, RAU 5) 中 的 常数 , 再 把 它 
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们 代入 (4.7)。 根 据 假设 (3) 一 (84), 对 于 Oe <0, AB] 
(a) B(D)=8(D,e)D+ N(e), 
©) 4(D)=46(D, £), 
(e) b(D)== 4(D,e), (5.1) 
(d) M(A,D)=y(D,e)+6(D,e)d, 
(e) L(A, D}=Lle)+n(D, e) + wD, eyA. 
如 果 把 (5. 1) 用 到 (4.7), 便 得 到 假设 (H。) 中 的 关系 (2.3). 
这 就 在 不 出 现 向 量 的 情况 下 证 明了 定理 2。1， 出 现 y 的 情 
褒 沿 着 同样 的 线索 进行 , 只 是 要 用 到 这 样 一 个 事实 ; 方程 
6=P(#,0), 
=AL +Q, 0), 
j=B(0)y +R, 8) 
AM — ho XG, 9 P,Q), YG,0, PP, 只 ) 表 出 的 积 分 流 形 ， 这 里 
由 (3,3) 给 出 ,而 


Y(#,0, PR 一 | va, ut 8,8, P)R(u+ t, 0*lu+t, £,8,P))du, 


EHEC, r, E, PRE 
y=B(O*(t, r, E, Py 
的 主 矩阵 解 . 


如. 6， 被 扰动 流 形 的 稳定 性 
对 于 系统 C1) 的 未 被 扰动 的 部 分 , 即 
0=w(t, Oe), 
&=ACO, eyr, (6.1) 
9= BO, e)y, 
EAR He by 坐标 有 界 的 积分 流 形 ， 即 为 * 一 0,3 一 0， 这 个 
流 形 有 下 述 意义 的 鞍点 结构 : (6. 1) 的 任意 一 个 解 , 当 t>o 时 < 
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指数 地 趋 于 零 , 当 i>e k y 指数 地 趋 于 零 ， 可 以 证 明 , 对 于 被 
扰动 的 流 形 (其 存在 性 由 定理 2.1 保证 ) 远 点 结构 也 被 保存 了 . 

由 于 这 个 事实 的 证 明 极 长 , 又 不 包含 实质 上 是 新 的 想法 , 我 们 
就 不 进行 了 。 它 的 想法 是 首先 对 于 (1) 的 所 有 #>0 时 与 9 坐标 
有 界 的 解 确 定 它们 的 积分 方程 ， 这 些 解 的 集合 中 将 有 位 在 被 扰动 
流 形 上 的 那些 解 ， 对 于 这 些 积分 方程 的 每 个 解 ， 我 们 可 以 伴随 以 
积分 流 形 上 的 一 个 解 ， 使 得 t>o 时 它们 之 差 指数 地 趋 于 零 ， 由 
所 有 这 样 的 解 组 成 的 集合 叫做 被 扰动 积分 流 形 的 稳定 流 形 ， 可 以 
WACART Rx {wz,#)，|z| 过 1,， |#i 二 由， 对 区 间 <o 作 相 
同类 型 的 议论 , 得 到 不 稳定 流 形 。 

这 个 分 析 的 一 个 重要 结论 是 , 如 果 在 (1) 中 y 坐标 不 出 现 ， 则 
被 扰动 积分 流 形 是 稳定 的 , 如 果 y 坐标 出 现 , 财 流 形 不 稳定 . 


YH.7， 应 用 

在 这 节 里 ， 我 们 列举 本 章 理论 的 某 些 应 用 ， 应 用 的 种 类 有 这 
么 多 ;以 至 不 写 专题 论文 就 不 可 能 作 到 公平 合理 ， 然 而 , 希望 下 面 
提出 的 少数 应 用 连同 分 派 到 第 8 节 的 习题 能 够 指出 理论 的 可 能 范 
围 , 并且 鼓励 读者 阅读 进一步 的 文献 . 

假设 方程 

$=f(»), (7.1) 

Hf ER 内 有 连续 的 一 阶 导数 ， 有 一 个 非常 数 的 以 为 周期 
的 解 #, 这 个 解 的 线性 变 分 方程 


on Of (Cu #)) 

y= “a (7.2) 
An- PERT BB |. 又 假设 对 于 (#, c)ER XR, 
gU a) ER. 对 > EBS BR, 又 对 于 如 内 的 SR 


内 的 ,9( 志 2 有 界 . 
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定理 7.1， 在 上 面 的 假设 之 下 ， 存 在 局 期 轨道 C= 好 :% 一 

4(8), 06 <0} hy — TARR Fe) >0, 使 得 系统 

t=f(a)+eg(t, x) (7.3) 
4 O< lel <e WE RXU 内 有 一 个 积分 流 形 8., RE 是 柱 
BH. 如 果 (7.2) 有 ”一 1 PRR, MUS, 渐 近 稳定 , 如 
果 有 一 个 乘 数 在 单位 圆 外 , 5, TRE RAS, 有 参数 表达 式 

S,={(4,2):2=u(O) + v(t,0, e), (4, 0)ER XR}, 

ZE v(t, 0,0) =0, 0(4,6, 0) =0(t, O +o, 2), TIM g(t, OH t 
是 殖 周期 ORM T) ob, Mle, 9, Oot BARA 
T) i. 

证 明 这 是 前 面 各 个 结果 的 一 个 简单 结论 .事实 上 ， 利 用 第 
Vi 章 的 坐标 变换 ， 便 得 到 系统 (1) 的 一 个 特殊 情形 ， 上 面 的 假设 
容许 我 们 直接 应 用 定理 2. 2 以 得 到 对 于 区 间 exe 而 言 流 形 
的 存在 性 .用 一 上 代替 e， 便 到 得 关于 一 e1 专 一 e<0 的 结果 ， 在 
2=0, 定义 (1) 的 流 形 为 零 ， 于 是 证 明了 存在 性 ， 稳定 性 乃 是 第 6 
节 内 说 明 的 推论 . 

在 (7. 3) 中 9 对 4 的 周期 为 了 的 情形 ,定理 7,1 给 出 的 积分 流 
形 有 一 个 对 + 的 周期 是 卫 的 参数 RAK, SH t-0 5 t= Th 
截 冶 因 之 相同 ,而 由 它 是 积分 波形 这 一 事实 , 推 知 截 痕 通过 微分 方 
程 的 解 映 入 自己 . 由 于 微分 方程 以 了 为 周期 ,跟随 x%(0, 2) =t 的 
AR u(t, co) H t=O 到 # 一 27, 与 银 随 此 解 由 1 一 0 到 1=T 再 眉 随 
解 z(f,z(T,z0)) 由 t=0 到 t= 了 了 结果 相同 .因此 在 这 种 情况 下 ， 
(7.3) 46S, 上 的 解 可 当 作 是 一 个 在 环 面 上 没有 临界 点 的 微分 方程 
的 解 ， 这 个 环 面 由 取 曲 面 S. 从 t=0 到 上 = 的 截 段 并 把 截 段 的 
两 端 重合 起 来 而 得 到 .于 是 第 了 窜 的 理论 给 出 在 S., 上 解 的 可 能 
tS. 

E72. BiS) 满足 定理 7. 1 的 条 件 ， ES 的 一 个 名 
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KA, 90, PBK, 并 与 它 对 z 的 一 阶 偏 导数 都 一 致 有 界 、 如 果 
9(b,%) 是 相对 于 一 致 的 i 的 歼 周 期 函数 , 又 


ie 
Mg, =)]=limg |, 94, 2)dt=0, 


则 存在 多 的 一 个 邻 域 世 与 oo> 使 得 系统 
t= 了 f(x) 十 go 有 人) (7. 4) 
4oro htt RxUAR—TtRDREBS., Harm} S> 
Rx S, WR (7. DKN- 个 乘 数 在 单位 圆 内 部 , 则 S. 渐 近 稳定 ， 
如 果 有 一 个 乘 数 在 单位 回 外 部 ，S。 不 稳定 ， 集 合 8。 有 参数 表达 
RA 
Sa = {(8,2) =u (0) toloi, 9, o), (8, ERX RY, 

这 里 vt,6,0) =0, 04,0, 0) 一 (go a), 0(8,6,0) EB 
局 期 的 . 

证 明 从 附录 的 引 理 5, 对 于 任意 n>, 存在 一 个 对 于 e 有 需 
要 的 那么 多 阶 导数 的 函数 w(t, s 9) 和 一 个 Bn OHA FSA 
函数 " (9) ,使 得 对 于 所 有 ICR 与 矿 的 一 个 邻 域内 的 r, 

lolt, 2,9) /9t—g9(t, ©) 10). 

此 外 ,0 时 .100,73w/9z 悦 0。 因此 和 如同 在 引 理 了 .3.2 中 一 样 ,有 
一 全 oo>0 使 得 变换 


on) 


是 在 栈 的 邻 域 内 的 同 胚 . 如 果 把 这 个 变换 应 用 到 (7., 4), 得 到 系统 
y=F(y)+G(ot,y, a7"). 
这 里 Ae, yo et v, 9,0 ER, MP RP, ES 的 一 个 邻 域 
内 的 y Roza, OSEH y 的 一 阶 导数 一 致 有 界 , RACs, y, 0) 
一 0。， 如 果 利 用 在 第 . YI 章 中 的 坐标 变换 ， 又 令 of =r，@ 1 一 e， 
则 新 系统 是 可 以 直接 应 用 定理 2.3 的 系统 (1) 的 一 个 特殊 情形 .这 
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就 将 完成 积分 流 形 的 存在 性 的 证 明 ， 稳 定性 从 第 6 节 推 出 . 
前 面 的 结果 的 另 一 个 应 用 涉及 平均 法 的 一 个 推广 ， 考 同系 统 
h=e+e¥ (p, p), 
G=eR(4, p). 
IXH y E R A, p E RR e= (1, = 1), mY C, p), RCO, OH 
节 BAA © 的 多 重 周 期 函数 ,对 于 p 有 连续 的 一 阶 导数 ， 设 


mhf Wte p)at 
Yoh, =li], (P+et, p)dt, 


(7.5) 


1 rz (7-6) 

Bay, o) =limp| RO tet, odds. 

从 糙 录 知 ,对 于 任意 9>0, 存在 对 多 ，p 有 所 需 那 么 多 阶 导 数 

BR uly, 0.0), 0b, 0, 7) AR n> 时 趋 于 零 的 函数 o0), 
使 得 


Spo Wp) + Fol, p <n), 


[g2 e-Rp 0) + RY, p) [<ac 


RMR A SARAH p noht, BB qe, ne, 
non Fp navf(a$, nau/Fp, ndv/Ip 都 一 致 地 赵 于 零 . 因 此, Fee 
一 Y.3.2 的 证 明 中 一 样 ， 存 在 c0>0, HAM Flel<eo, AK 

vo SPREA pr, 变换 , 
v=dteuld,t,e), aD 

n= Gterlg,t, e) 

2-7, 
如 果 把 变换 (7.7) 应 用 到 (7.5)， 则 经 过 少许 简单 的 计算 产生 
$=et eyo(b,r) + ei(g, re), 
t= eR}, 7) +e ($, r,e), 
BEY, R EHW, PRA, 但 是 现在 满足 至 (4r,0) 
© 288 。 


(7.8) 


-=0，BRi(4,r,0)=0， 用 另外 的 话 来 说 ， 利 用 一 个 在 *= 0 附近 实 
际 上 是 便 等 变换 的 变换 (7. N, 系统 (7. 5) 被 变换 为 一 个 方程 , 它 是 
平均 方程 
6=e+e¥o0, p), 
p=eRo(0, p) 
Mi BR ABE. 
现在 ， 可 以 通过 断言 平均 方程 有 某 些 性 质 来 陈述 关于 积分 沪 
形 存在 性 的 结果 ， 例 如 ,假定 有 po 使 得 Ro(8, py 一 0, 并 且 
Ro(8, po + 2) =C(O) 2+ HO, 2), 


o0-| D BO } 


(7.9) 


(7.10) 
HO, P ie. 2 \ 


GO, 2) 


FC, potz) =O, 2), 
REAA AY REE Ra AED RB, 以 致 任何 矩阵 演算 将 是 相 容 的 . 作 
为 定理 2. 3 与 变换 后 方程 (7. 8) 的 形式 的 一 个 直接 推论 , 可 以 陈述 

定理 7.3 ”假设 (7.10) 中 的 4,B 满足 第 1 节 的 假设 (Hs), 其 
HaHem,a>0 为 一 个 常数 、 如果 OO, 0) 的 Lipschitz PRL 
是 a LSO, 则 存在 si 一 0 以 及 在 Oe Se, 时 连续 的 函数 五 (z)， 
Ale), 它们 当 eo ORG TS, DEER 内 的 函数 fC, e), EE 
RY x [0,e1] 内 连续 ， 

|f(¥, e) —pol<Dee), 

If), e) FG, 2) |<AG)I BHI, 

使 得 f(%, JRAAM RAM of pHs RAR MARS 
S= (Cp, 2)? p= pot fp, £), PERF 
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是 (7. 3) — PBT, WA 2 y 分 量 在 (7. 10) 中 出 现 , 则 此 
流 形 不 稳定 , 而 如 果 它 不 出 现 , 则 流 形 稳定 ， 
《7.3) 的 一 个 在 应 用 中 有 用 的 简单 推论 是 
推论 7.1. 假设 平均 方程 (7. 9) 不 依赖 于 y; 即 平均 方程 是 
G=e+e¥ Cp), 
p=eRy(p). 
又 假设 有 po 使 得 RoC po) =0, 而 矩阵 C=2Ry( 0) 19p 的 特征 值 实 
部 都 不 是 及 则 定理 7.3 的 绪论 依旧 正确 ， 且 如 果 C 的 所 有 特征 
值 实 部 是 负 的 , 则 波形 稳定 ， 如 果 有 一 个 特征 值 实 部 是 正 的 ， 流 形 
就 不 稳定 . 


(7.11) 


VI.8. 2 
下 面 列 出 的 一 些 导 题 ,有 药 比 较 难 ， 有 的 若 加 以 完全 的 讨论 ， 
便 能 引出 振动 理论 中 有 意义 的 新 结果 . 
习题 8.1. HAY. 节 的 知识 说 明 van der Pol 方程 
B= 22, 
w= =e +k(1 =a) a2, boo 
满足 定理 7.1 中 加 在 〈7, D) 上 的 假设 条 件 ， 利 用 定理 7.1 与 7.2 
讨论 系统 


(8.1) 


B22, 
= -r +h. —zpagtesinat, > 
He 小 或 中 大 时 , 积分 流 形 的 存在 性 与 稳定 性 . 
利用 第 TY BME e ho 大 时 ，(8.2) 的 周期 为 
2x/o 的 周期 解 的 存在 性 与 稳定 性 质 . 
ER LEO AR RASH, (8.1) 的 每 个 解 当 t>o 时 趋 
于 有 周期 轨道 多 。 你 能 用 前 面 的 讨论 方法 给 出 当 |e| 小 时 (8. 3) 的 所 
ARER 的 某 个 大 区 域 上 的 定性 性 质 吗 ! 提示 : 证 明 在 PAR 
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(8. 2) 


一 个 开 集 U, 使 得 (8. DR AR OE A EU 
的 内 部 ， 这 意味 着 在 (1,x) 空间 内 ， (8 1) 的 解 的 切 向 量 指向 “ 柱 
面 "有 Rx 的 内 部 。 因 此 当 1e1 小 或 oe 大 时 ,对 (8. 了 D 的 解 也 将 同样 
正确 ， 现 在 再 用 对 于 初始 条 件 的 连续 性 
习题 8.2. 假设 向 量 系统 
&=f(«), 
gk) 
满足 定理 7;1 的 条 件 。 如 果 在 系统 
t= fle) teglt, E, 9), 
=F (y) + eG (E, s, y) 
中 9,G 对 于 忆 内 的 与 紧 集 内 的 xz, y ER, OM eh, BAA 
类 型 的 积分 流 形 ? 每 一 个 流 形 的 稳定 性 质 是 怎样 的 ? 推广 这 个 结 
R. 提示 : 对 于 每 个 周期 解 利用 第 YI REMARK, 
习题 8.3. 对 于 必 大 的 情形 , 讨论 系统 
=H, 
他 一 一 Wi HELI — (x: Beinat)? Ie, 
作为 她 的 国 数 的 积分 流 形 的 存在 性 与 性 质 . 
习题 8.4. HF o KA, 讨论 系统 
€+2%+46+ Kf (e+ Bsinat) =0 
的 积分 流 形 的 存在 性 以 及 对 常数 天 和 吾 的 依赖 关系 ， 这 里 函数 
TOARRE, 当 z 一 一 时 趋 于 一 个 极限 ， 这 个 问题 是 难 的 , 在 这 个 一 
般 的 角度 下 可 能 从 未 解决 过 ， 取 特殊 函数 了 加 以 讨论 ， 
习题 8.5。 当 * 小 时 , 讨论 对 于 不 同 的 4 与 o 值 ,方程 
=H, 
dg 2, +e(1—af)a,+Asinat 
的 积分 流 形 的 存在 性 . 设 
21 = psind, +All =a) sinok, 
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x= pcos6, +do(1—a@’)“'cosat, 
bt. 
FR 01,92, o 的 油分 方程 系统 ， 然 后 利用 推论 7. 1. 流 形 的 稳定 性 
质 怎么 样 ? 当 4,@ 变化 时 在 几何 上 发 生 什么 现象 ? 
习题 8.6. H e 小 时 ,讨论 系统 
ke (1-2? —ay)t+2=0, 
j—ed—y’—ax*) y+ o%y=0 

作为 ww c 函数 的 积分 流 形 的 存在 性 与 稳定 性 质 ， 设 

z= pıcosĝi, 

= =p sinb, 

y= P2008062, 

ý= 一 Cpasincg2， 
得 到 与 系统 (7.8) 形式 相同 的 系统 .现在 利用 上 面 描述 壕 的 平均 
法 ,特别 是 对 于 所 有 满足 lk| + [1 <3 oR b+ lo 20 OBR kG 
5 利用 推论 7.1. 周期 解 是 什么 7 当 数 4 与 < 变动 时 ， 你 能 从 几何 
上 描述 由 于 周期 轨道 的 稳定 性 质变 化 而 发 生 什么 现象 吗 ? 当 对 于 
SORE IE + ES 的 整数 与 有 上 十 lo 一 0 时， 发 生 什 么 现 
Rr 在 方程 中 把 1 一 *? 一 oy? 改 成 1 一 x? ay tbey, 讨论 作为 a， 
b a 的 函数 发 生 什么 现象 ? 

习题 8.7， 对 于 方程 


rs #8 
Bne(t—F) + 00+ uy =0, 


3 
#-e(g—-£)— nat vy=0 


实行 与 习题 8. 6 中 一 样 的 分 析 , 这 里 参数 0, p, v 取得 使 = 0 的 方 
ADORED BRIER Lobe Re, 比方 说 是 士 fou ior 在 这 个 
馒 设 下 ， 系 统 可 以 通过 线性 变换 变 成 另 一 个 系统 , 当 * 一 0 时 这 个 
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系统 是 
t+ of =0, 
b-+aje = 0. 


现在 利用 与 习题 8. 6 MMM ITE. 


VIL 9， 对 进一步 学 习 的 说 明 与 建议 

关于 Krylov-Bogoliubov 方法 的 详细 参考 文献 可 以 在 Bogo- 
liubov 与 Mitropolski [1 或 Hale[3] 等 书 中 找到， 利用 这 个 方 
法 到 积分 流 形 上 的 原来 结果 只 考虑 了 未 被 扰动 的 流 形 上 的 流 是 平 
行 流 的 情形 ; 即 (C1) 中 w(t, 6,e) 是 常数 的 情形 ， 然 而 , 在 正文 中 的 
证 明 方 法 基本 土 与 平行 流 的 原来 证 明 相 同 , 只 有 技术 性 细节 不 同 . 
这 一 线索 的 另外 结果 由 Diliberto[3] 与 Kyner[1] 得 到 . Kurzweil 
[1,2] 给 出 过 证 明 积 分 蕊 有形 存在 性 的 另外 的 方法 ,并 且 把 问题 叙述 
成 在 仿 微 分 方程 、 差 分 方程 与 某 些 泛 贸 微分 方程 中 有 应 用 的 格 
式 ， 进 一 步 的 结果 可 在 Pliss[1] 中 寻 到 ， 

在 系统 (1) 中 ， 未 假设 函数 是 向 量 9 的 周期 函数 ， 把 它 推广 ， 
便 导 致 稳定 性 理论 (Pliss[2], Kelley[1]) 与 分 战 理 论 (Chafese[I]， 
Lykova[1]) 中 的 有 趣 结 果 . 

在 证 明 积分 流 形 诸 定 理 中 的 基本 结果 是 引 理 3. 2. 它 的 证 明说 
明 , Lipschitz 常数 LP) AE it O= P(e, ORRI, r, 0, P) 
对 8 的 依赖 程度 ， 有 许多 不 用 卫 的 Lipschitz 常数 便 得 到 此 估计 
值 的 方法 。 例 如 , 如 果 Pe, 9) 有 对 8 的 连续 偏 导 数 ， 则 OO* Ce, x, 
,PP) /90 是 方程 


} aP (t,0*) 
¿[2e k 
的 解 ， 因 此 ， 可 以 用 3P/26 的 对 称 部 分 的 固有 入 来 估计 的 增长 


$. (Bi CT) eT RE ACO), BO) 的 对 称 部 分 的 固有 值 来 验 
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证 ， 利 用 第 1 节 提 到 的 偏 微分 方程 方法 ,Sacker[1] 发 现 这 些 概念 
在 讨论 方程 (1) 当 其 不 依赖 于 # 又 对 9 为 周期 时 的 积分 流 形 的 在 
在 性 与 光滑 性 的 时 候 大 有 方便 之 处 .Diliberto[3] 也 用 了 与 正文 
中 相同 的 概念 与 方法 来 求 积分 流 形 . 

第 3 BEBIA 3. 2 后 的 第 一 个 例 是 McCarthy[1] 给 出 的 , 第 
二 个 例 是 Kyner[1] 给 出 的 . 在 关系 (5. 6) 中 定义 的 广义 平均 (5. 6) 
最 早 由 Diliberto[1] 引出 .第 8 节 的 一 些 习 题 可 在 Hale[7] 中 
RAL 
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第 VIII 章 “含有 小 参数 的 周期 系统 


在 第 NTER, 我 们 对 于 含有 小 参数 的 方程 , 在 非 临界 情形 讨 
论 了 周期 解 的 存在 性 ; 那 就 是 系统 
j=Artef (2,2) {1) 
其 中 (+ 了 ,2) 二 了 (5,2) ,而且 除 开 %* 二 0, 未 被 扰动 的 方程 
a= Ax (2) 
RAR A Ti, ERV 章 里 ,平均 法 被 应 用 到 某 些 系统 , 它 
们 的 未 被 扰动 方程 (2) 有 非 平 凡 的 以 外 为 周期 的 解 . 这 个 方法 的 
基础 是 作 一 个 变量 替换 ， 把 系统 变 为 可 以 被 当 作 平均 方程 的 扰动 
系统 ， 和 如果 平均 方 程 相对 于 以 全 为 周期 的 函数 类 是 非 临界 的 ， 则 
可 以 应 用 第 IY 章 的 结论 .如 果 平 均 方程 相对 于 以 到 为 周期 的 函 
数 类 是 临界 的 ， 则 可 以 重复 前 述 过 程 .除了 这 是 一 个 非常 麻烦 的 
手续 以 外 ， 还 很 难 把 包含 在 微分 方程 本 身 中 的 定性 信息 加 以 平均 
与 反映 到 选 代 格 式 中 去 ， 例 如 ,如 果 系 统 (1) 有 第 一 积分 , 这 对 干 
各 次 适 代 意味 着 什么 
对 于 周期 系统 ， 有 更 有 效 的 方法 可 用 。 本 章 专 门 介绍 确定 形 
如 (1) 的 方程 的 周期 解 的 一 般 方 法 , 这 里 的 方程 对 于 以 代为 周期 的 
函数 类 可 能 是 临界 的 。 这 个 方法 给 出 e 小 的 时 候 (1) 有 周期 为 
的 解 的 必要 充分 条 件 ， 这 些 条 件 包 括 一 些 超越 方程 〈 分 睹 方程 或 
确定 方程 }， 它 们 确定 作为 (2) 的 解 的 以 宇 为 周期 的 函数 ， 分 岐 方 
程 这 样 来 给 定 , 使 我 们 可 以 定性 地 讨论 它们 对 于 (1) 的 右边 的 性 质 
的 依赖 性 当 (1) 中 的 了 具有 某 些 奇 偶 性 质 或 系统 (1) 具 有 第 一 积 
分 的 时 候 , 这 一 点 就 看 得 很 清楚 ， 一 般 地 说 , 这 些 系统 有 周期 为 也 
的 解 族 ， 
"297， 


除开 有 在 上 段 提 到 的 优点 外 ， 这 一 章 的 方法 可 以 推广 到 任何 
非 线性 系统 ， 这 个 题目 以 及 在 Banach 空间 对 此 方法 的 较 一 般 的 
Mit, 将 在 下 一 章 论 及 . 

当 4=0 时 , 基本 概念 很 初等 , 容易 从 几何 上 理解 .由 于 这 个 
理由 ， 在 第 1 菠 详 细 地 论述 这 种 情形 .在 第 1 节 还 说 明 怎样 把 许 
多 方程 的 周期 解 的 研究 以 及 线性 周期 系统 的 特征 指数 的 确定 北 到 
这 种 简单 形式 ， 第 2 节 用 于 讨论 一 般 的 系统 (1) 以 及 具有 对 称 性 
质 或 第 一 积分 的 系统 的 结果 ， 在 第 3 节 里 我 们 利用 本 章 的 方法 而 
不 是 用 围绕 周期 轨道 的 坐标 系统 来 重新 证 明 第 VI 章 的 一 个 结果 。 


T 了 于 .1， 一 个 特殊 的 系统 
假设 :Rx0">0" 是 一 个 连续 函数 ，3f(t，)/32 也 连续 ， 
FELT 2) = 了 (4,2),e 是 一 个 参数 , 考虑 系统 
bef t,x)e (1.1) 
我 们 的 目的 是 确定 当 e. DEBAERE T AERAR. 当 
8 二 0, (1. 1) 的 晰 有 解 是 以 T 了 为 周期 的 ， 即 它们 都 是 常数 肖 数 ， 基 
本 问题 是 : 设 (1. 1) 有 以 下 为 周期 的 解 , 它 对 。 连续 , 当 *>0 时 它 
们 趋 于 示 化 方程 的 万 些 解 ? 在 第 Y 章 说 明了 着 手 解决 这 个 问题 的 
一 个 方法 ，Poincaré 提出 了 另 一 种 方法 , 假定 解 以 及 初始 数据 有 
周期 性 的 需 级 教 展开 式 ， 于 是 初始 数据 被 用 来 消除 很 自然 地 出 现 
在 确定 解 的 千 级 数 系数 过 程 中 的 长 期 项 
在 这 一 沁 晨 ,我 们 说 明和 解决 这 个 问题 的 另 一 个 方法 , 它 看 起 来 
ke Poincaré 方法 具有 某 些 定性 的 优点 ， 设 
Dr=ig: R0", GER, g+=), 
fgl= sup [9¢s)]. 
OSST 


HF P, ARG, EM Pg 为 它 的 平均 值 ; 即 
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P= pf oat a.D 
显然 iPgj<Ig1l， 如 果 9 EANA T h, 则 系统 
ż=g(t) (1.3) 
有 周期 为 加 的 解 , 当 且 仅 当 Py 二 0， 并 且 , 如 果 Pg 一 0, 设 249 是 
A. 3) 的 唯一 的 以 TJ 为 周期 的 解 , 它 的 平均 值 等 了 等; 即 


Kg= I—P) | gds, a4 


IX <E igl, K=27. 
(1. 3) 的 每 个 解 可 以 写作 
a=a+ Ng, 
这 里 =“ 是 na 维 常 向 量 ,a= Pae. 

这 些 简单 的 说 明 意 味 荐 下 述 

引 理 1. 1， 假 设 己 与 %% 如 Q.2), (1. 4) 所 定义 ， 则 

O RAPO ef) SORT, x( 引 是 (1) 的 以 为 周期 的 解 ; 
ANI Fee = GPF, at) Hal) BOOT SA 
的 解 。 

Gi) 系统 (1. 1) 有 周期 为 了 的 解 , 当 且 仅 当 z 满足 系统 

(a) x=at+eH (FP) fia), 
(6) ePf(+,") =0, 
这 里 a 是 由 4=Px SUH n KE, 

证 明 如 果 w 是 (1.1) 的 周期 为 了 的 解 , 设 g(#) 二 了 (4, e), 
就 直接 推出 断言 (让 ，x 满足 (1. 5) 这 个 事实 简直 是 显然 的 ， 和 如果 
s 20.5) AR. INC = APE, 2), 因此 z+ 是 (1. DA 
期 为 了 的 解 ， 这 就 证 明了 引 理 。 

引 理 1. 2， 对 于 任意 的 K>>0， 有 一 个 so>0, 使 得 对 于 0" 内 
任意 满足 14j <a tha Rle|<eo, AME— BM z*=2%(a, 2B 
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1.5) 


(l. 5a), 3H. a* (a, 2) 对 于 a, e 有 连续 的 一 阶 导 数 ,x*(a, 0) =a. 
如 果 对 于 OS el Sep 有 满足 la(e)| 二 @ 的 a=ale), 又 
Gla, e) ZEPFC,a*(a,£)) =0, (1.6) 
则 2*(qa,e) 是 A D 的 周期 为 了 的 解 . 反之, 如果 (1.1) AAT 
为 周期 的 解 5(e)， 它 对 上 连续 ， 当 0<<1e| 所 eo 时 PECE) =al), 
lale) | =a, 则 Zle)=w*(a(e),e), IXE a" (a, 2) 是 上 面 给 定 的 函 
数 , MH aCe) HF O< Je | Seo HA (1. 6), 
证 明 ”假设 给 定 了 a>0, 又 月 是 任意 正 数 ,而 是 任意 1a| <a 
的 3 维 向 量 . 定义 
FAB) = {yEP a2 | yl <P, Px =0} 
RM oP (及 定义 算 子 FP (PB, 为 
Fy =eHU—P)f y+). (1.7) 
如 果 y# 是 灾 的 不 动 点 则 y+a 满 是 (1.5a), HM, Ve 
tER, lal <P+ang lf, aj, laf, x)13z| 的 界 ， 又 取 el 使 得 
4e\PM<B, 4e,PN<1/2. RER F:F (8) >F (P, HAYF 
ja] <a, e| <en F EAA. 设 y*(a, eE F EFA 
内 的 唯一 不 动 点 .. A BUR 48 Gt BL ZEEE HH a *(@, e) =y* (a, e) 
十 9 的 存在 性 与 在 引 理 中 陈述 的 性 质 ， 如 果 ate) 满 足 (1.6), 则 从 
引 理 1.1 知 z*(ate),e) 是 (1.1) 网 解 ， 反 之， 如 果 E(e) 具 备 引 理 
中 陈述 的 性 质 , 则 存在 8>a 使 得 9 所 |el Ketle) ale) E. 
对 于 这 个 P, 选取 ee 所 el ER O< el Sent FEFA 上 的 一 
个 压缩 ， 于 是 (a) 一 a(e) =y" (ale), e), Fle) =a" (ale), 2). 从 
引 理 1.1 推 出 引 理 的 结论 . 
引 理 1. 2 的 断言 如 下 : 可 以 指定 一 个 任意 的 %* 维 向 量 a, 然后 按 
照 这 样 的 方式 来 难 一 地 确定 以 了 为 周期 的 平均 值 等 于 零 的 函数 
=*(a,e), MERER a*(t)—F Ct, 2*(2)) MRA Fourier 系数 除 
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开 常 数 项 以 外 全 为 零 ( 这 和 说 满足 (1. 50) 是 一 样 的 )， 于 是 # 维 向 
量 a 被 用 来 使 常数 项 等 于 零 ( 即 满足 (1.6))， 方程 (1. AR ME 
a. D 的 确定 方程 或 分 歧 方程 
作为 上 述 证 明 的 一 个 结论 ， 函数 wx* (a, e) 可 作为 序列 {2'*} 的 
极限 而 得 到 , 这 里 oP =u +0, 9 中 由 
yt Sey, B=0, 1 2 ee. 
¥=0 
BRA WF 在 (1.7) 中 定义 ， 只 用 一 次 近似 , 可 以 得 到 
定理 1. 1 假设 **(c,e) 如 引 理 1, 2 中 所 定义 ， 又 设 Gla, e) 
BOEL WRA # 维 向 量 eo, 使 得 
G(ao 0) =0, 
dei Ge Deo 


则 存在 一 个 et0 el <e 时, (1. 1 有 了 以 了 为 周期 的 解 E), 
z*(0) =a, H x*(e) 对 。 连续 可 微 . 

证 明 由 假设 (1.8) 与 隐 函 数 定理 推 知 存在 一 个 1, O<e, 
Seq, 使 得 方程 (1. 在 0 二 1e1 生 el HA— TER RBH ale}, 
lale)1<%， 引 理 1 2 意味 着 定理 的 其 它 论断 . 

请 注意 


(1.8) 


Go, =F F(t, ads, (1.9) 


因此 不 需要 知道 (1. 3) 的 解 的 任何 情况 , 便 可 计算 ， 把 定理 1. 1 与 
定理 T 3. 2 进行 比较 ， 你 能 用 上 面 的 方法 证 明定 理 了 3.2 吗 ? 

在 应 用 中 , 甚至 对 于 方程 (1. 1), 定理 1.1 也 是 不 够 一 般 的 , 比 
较 具 体 地 说 , 有 时 必须 知道 在 (1. 6) 的 Co, e) 69 Taylor 展开 中 。 
的 一 阶 , 二 阶 甚至 高 阶 项 ， 除 开 所 涉及 的 数字 计算 以 外 , 要 求 得 这 
些 项 在 概念 上 没有 什么 困难 ， 为 了 求 得 Gla, ©) be 的 一 阶 项 , 必 
须 计算 x* (a,c) he 的 一 阶 项 , 等 等 ， 送 用 选 代 手 续 
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2 = yO dg, 

gt a Hy, £=0,1,2,-", 

x=0 
来 洛 成 , 这 里 的 映射 路 在 (1.7) 内 定义 . 

容易 把 上 面 的 结果 推广 到 形 如 

z=Bz+eht, 2) (1.10) 
HRA AEAT, 2)=AU, 2), k 5 2h/32 HERO 内 过 
4%, B= diag (0. B), O, nxn SRP, By 是 一 个 mx m 矩阵 ， 
使 得 eT BARS SEM. TRA y = Bit 
FD, 是 非 临界 的 ， 如 果 z= (2,9), k= (fg), 这 里 4, fE ne 
AR, 则 上 述 系 统 等 价 于 

e=ef(t,2,y), 


. a. 10)” 

¥—Biyt eg (t,t, 9). 
对 于 Dr 内 任意 =(f,9), 定 义 Ph nt m BE 

1 Ld 
moje aap 
0 

非 齐 次 线性 系统 . 

#=Bz+h(t} (1.12) 


有 以 了 J 为 周期 的 解 ， 当 且 仅 当 PA=0。 并且 , 如 果 PR=0, WW 
是 (1.12) 满 足 Pz=0 HEE 2. HF Pr 内 任意 加 可 因此 定 
LAAPA MERR K 使 得 

JAU —Pyal< Ejh; (1.13) 
也 就 是 说 , AUP BHP, AD, 的 一 个 连续 线性 映射 , (1.12) 
的 每 个 以 了 为 周期 的 解 可 以 写作 


z2=a*+eKh, «| 网 } 


这 里 4 是 一 全 % 维 常 向 县 , 使 得 a* 二 Pz. 
引 理 1.3， 假 设 己 由 (1,11) 定 义 , RAI-P)AE 
4=B2e+U—-Pphk 

的 唯一 的 以 到 为 周期 的 解 z, Pz= 0。 则 仅 当 PACO, z(.) 二 0 时 即 
RA RC, 20D = PIA, Eh 202) 是 (10) 的 一 个 以 
为 周期 的 解 ， 此 外 ,系统 (1.10) 有 一 个 以 人 J 为 周期 的 解 z 当 且 仅 
当 祷 足 系 统 

(@) 2=a++eK PIR, 2), “=[°] 

和 


( 
(©) ePh(-, 2(°)) =0, (1.14) 


这 里 4 是 一 全 nn 维 常 向 量 , 由 a*=Pz 给 出 . 

弛 | 理 1.4， 对 于 任意 >t, 存在 一 个 eo>0, 使 得 对 于 RAE 
RE lal <a Ma, e| <eo 有 唯一 函数 z*=2" Ca, 8) 满 足 {1. 14 
a), #H,2*(@, e) 对 于 a, 有 连续 的 一 阶 导 数 ， 又 2*(e,0) =a". 
如 果 对 于 OS lej <e FEDRE ale) | <a fh ale), X 

Gla, empl fle, sr Ce, edt =0, (1.15) 

则 2*(a, e) 是 (1. 10) MAAT MARE, EZ 如 (1. 10) 4 
DARAT HR), 它 对 。 连续 ， 又 有 Pz(e) =a* (e), at = 
[5] <tel<eomtlatedi<e, memara), o, m 
z* (a, e) 2b i EAR, 1 ele) 4 O< lel <eo REC. 15). 
定理 1. 2， 假 设 a*(a, e) 如 引 理 1. 4 中 所 定义 的 , 而 Gla, e) 


如 位 . 15) 中 所 定义 的 ， 如 果 有 一 个 %* 维 向 量 oo, 使 得 
Ga 0)=0, 


der[ 2220) ]40, 
oa 


则 存在 一 个 si>0，(L10) 当 |s| <e, 时 有 一 个 周期 为 了 的 解 
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2*¢e), 2*(0) =a, «=[ ob 又 (对 a 


习题 1.1.. 验证 上 面 关 于 系统 (1, 10) 所 作 的 所 有 陈述 , 又 详 
细 地 证 明 引 理 1. 3, 1. 4 与 定理 1. 2. 
习题 1. 2， 考 虑 方程 
Ži =m, 
Hy = —2, +e (1 —a}) x2 + epeos (wt +a), 
RE pl 20,0, a EM, o=14+ 8, BHO. BREF p, 0,0 
的 条 件 ， 以 保证 对 于 小 的 e, KTARAAMA 20/0 AR mHE 
频率 响应 曲线 ， 设 
=z sinoi + 2, cosat, 
2 一 Ofzlcoscf —2,8inwe), 
又 应 用 定理 1. 1. 
习题 1. 3， 对 于 方程 
ty 一 省 2 
ie Te, +e(3vcos2t —2?) — e? (A21 + ux) —e ur}, (1.16) 
(这 里 0 二 内 讨 论 存在 二 阶 次 调和 解 ( 即 其 周期 是 向 量 场 周期 的 二 
倍 的 解 ) 的 可 能 性 ， 设 


@,=2;,sint+2,cosb, 


Z= Z tost — 2, 8int, 
又 应 用 定理 1. 1 
习题 1.4， 对 于 0=2/3,4=e 和 1, 讨论 (1.16) 的 三 阶 次 调和 解 
的 存在 性 . 设 
@,=2sing§ +2,cosa$, 
@=o(2;cosot —z,sinct), 
又 确定 (1. 6) +h Gla, =) 的 直到 包括 与 * iM A TH fy Taylor 展开 
A, 又 应 用 适当 的 隐 函 数 定理 . 
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AM 1.5. RF o=2/a(n B—P EBB), 证 明 由 (1.16) 有 
BK DAUR ES eA ae Ole"), HRA THER A 
G(a, e)f Taylor RAM n W, 因此 你 必须 讨论 展开 式 的 定性 
tR. 
习 囊 1. 6 利用 习题 1.5 的 方法 , 说 明 Duffing 方程 
dy =z, 
à= —(2n4+ 1) 2 — e'e + ear, + ebr? +B cost 
仅 当 soa TAT n 阶 次 调和 解 . 
AA 1.7、 假 设 f(w, NAME r, y 的 一 个 连续 可 微 的 纯 量 函 
数 ，f(0,0) =0， 又 对 于 所 有 x,y, fæ, —y) =f E, ym fe, y) 
二 一 fz, y). REER ao, 证 明 存在 一 个 so>0, 使 得 对 干 任意 
WR ei + yoo? HY ar, yo), 方程 
=y, 
y= mat ef æ, y) 
当 |e| 拟 ee 时 有 一 个 周期 解 ， 这 意味 着 平衡 点 (0,0) 是 一 个 中 心 . 
设 


(1.17) 


g= psing, 
y= peosd, 
对 于 (1. 17) 的 轨道 , 得 到 方程 


42 =F (p, 0, e). 


at fir y) =—-f@, 9), EB F, 一 9,2) 二 一 F(p, 0, e). R 
明 在 这 种 特殊 情况 下 ，《1, 7) ARE O 的 以 On 为 周期 的 偶 
画 数 映 为 4 HAR, 因此 , 不 动 点 必 是 旭 范 数 . 这 意味 着 GCa, e) 
三 0， 如 果 f(x, =y) =F (a, 9), MS O=b +a, 再 用 同样 的 论证 . 
M18. BBR 
ian 
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t= — pai, 
这 里 p>0 是 小 参数 ， 这 个 方程 的 一 个 第 一 积分 是 EG, w) 
=g}/2+ uri/4, 于 是 所 有 的 轨道 是 周期 轨道 ， 对 于 e=, 仅 有 的 
局 期 轨道 是 位 于 a 轴 上 的 平衡 点 ， 你 能 用 上 面 的 扰动 理论 推导 
出 这 个 结果 吗 ? 如 果 eS p, t =z, R= ezg W 


By = Ezz 


2 一 一 2 人 
它 是 系统 (1. 1) 的 特殊 情形 . 
上 而 的 理论 对 于 确定 菜 些 类 型 有 周期 系数 的 线性 系统 的 特征 
指数 也 是 有 用 的 ， 比 较 具体 地 说 , 考虑 系统 
w=0w+ eD (tw, (1. 18) 
这 里 = 是 一 个 参数 , 0< 1e] <eo, 风 是 2 十 im CMR, POEA 
ERMO(n + m) x (n+ m) HE, OL) = G47) IABP = 22/0, 
又 C=diag(Ci CC) 是 一 个 (十 如) x (ntm) HE, Ki nx 0 jE 
阵 ec? 的 特征 值 都 是 po The” 没有 一 个 特征 值 是 po， 问题 在 
于 确定 (1. 18) 的 这 些 特 征 乘 数 , 它们 当 * 二 0 时 接近 于 po 
假设 ALEC. 的 一 个 特征 值 ， 于 是 oe. A (1.18) 的 主 
矩阵 解 对 e 的 连续 性 与 Floquet 理论 ， 推 知 有 乘 数 (6) = eT, 
它 对 连续 , 又 x(0) 一 国 。 并 且 ， 对 于 这 个 乘 数 必 存在 一 个 以 全 
为 周期 的 # 十 mm 维 向 量 Ce, 2), ER er Op Ct, e) BC. 18) 的 一 个 
解 . 反之，(1, 18) 的 任意 一 个 这 样 的 解 产生 (1. 18) 的 一 个 特征 指 
数 ， 因 此 , 如 果 在 (1.18) 中 作 变 换 世 = ep, 则 
p=(C—aD pt eP (be, (1.19) 
而 问题 是 确定 e 使 得 (1. 19) 有 以 了 为 周期 的 解 . 
为 使 前 面 的 理论 可 以 直接 应 用 , 假设 C: 的 特征 值 有 单 初等 因 


D 多 可 能 是 一 个 可 积 函 数 . 
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F. MER eA” 是 周期 为 下 的 ， 如 果 w= (u, 0), Kw ee 
维 向 量 ,” 是 名 维 向 量 , 又 是 任意 的 复数 ,在 (1. 18) 中 作 变 换 


u= eat AH Om Dy, 


y= etrteMty, (1.20) 


得 到 ` 
a= epet ee Cra, ,(t) EAD + ee 0 AD oy, 
G= [Or — MteB I] yt ePar (beat eDalt)y, 
这 里 我 们 已 把 瑟 分 块 成 P= (4,5). 
由 于 etan E AA T H, 系统 (1. 21) 可 以 写作 
4=Bzt eW (t, Pz, <1. 22) 
kM B=diagO,, G-AD, a= (, y), RMP BA 
WE+?, A=", A. ¥ 的 显 式 容易 从 (1,21) 得 到 ， 如果 
可 以 这 样 来 确定 ， 以致 系 统 (1.22) 有 一 个 以 全 为 周期 的 解 2(#)， 
则 这 个 解 根 据 (1. 20) 产 生 (1. 18) 的 一 个 形 如 
w(t) = etC), 
@E+T)=p0)) ， 
HR 因此 , Atep 是 (1.18) 的 一 个 特征 指数 ， 反 之 ， 我 们 在 上 
面 已 经 看 到 每 个 这 样 的 特征 指数 可 以 用 这 个 方法 得 到 ， 
由 于 系统 (1. 22) 是 系统 (1.10) 的 特殊 情形 ， 我 们 可 以 利用 前 
面 的 理论 ， 引 理 1. 4 中 给 出 的 函数 :* 现 在 将 是 4 与 & 的 一 个 
AR, (1. 22) 的 线性 意味 着 4*(4, ,6) 一 2Z*(B, eda, 这 里 


x 
2e(8, 加 是 一 个 周期 为 了 的 Cn+m) xn HEP, 如果 2* 一 [| 
这 里 XO nxn SORE, MO. 15) 中 的 函数 Ga, pe) 对 = 也 是 线 
性 的 ; 即 Ca B, =D, e)a, RELA DUP, TAAU. 2208 


接 计 算 , 它 是 


(1,21) 
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DB, e) = Ff Wa, DXB, oC) 


+¥ tt, AY" (A, 2) Idt, (1. 23) 
BV oe Be =). FSR 4 意味 着 任意 一 个 使 得 
detDCB, e) =0 的 特产 生 (1.18) 的 一 个 特征 指数 A + eB. 
JELL BRR DCB, DEEL 23) 中 所 给 定 的 . 证 明 (1. 18) 
的 ?个 当 e 一 0 时 都 等 于 po 的 特征 乘 数 是 方程 detD(B，2) =0 的 
ni. 
习题 了. 10。 考 虑 系统 
w=Cw+ eP(t)w, 1.24) 
3B Ot) ER, OC +1) =O( 4), Oadiag tA, +, An), 又 对 于 某 
MAEN J, 
eTe, k=1,2, r, bas. 
证 明 (1. 24) HE o (0) =e" 的 特征 莱 数 P(e) 由 
ple) =e, 
当 o>0 时 ple) =A taf slat + ole) 
EHP P= (bie), i k=l, 2,2 
JELU RRRA 
+ w= ef (x, č, 9,9), 
§+oy=eg{r, zy, ¥) 
有 一 个 周期 为 3x/w(e) 的 周期 解 ,w(0) =1, Be =O 时 ， 这 个 周期 
和 解 是 2 二 osint; y=0。 证明, 如果 
ef Hasint, acost, 0, 0)d?<0, 


ef” 29 (asiné ,acost, 0, 0)d#-<0, 
o oy 


又 0 二 整数 ， 则 这 个 同期 解 是 具有 渐 近 位 相 的 渐 近 轨道 稳定 解 . 
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相对 于 它 的 线性 变 分 方程 的 特征 乘 数 当 *=0 时 是 11e2 
e 2 关于 的 假设 意味 着 e Fe aR A, Bt, A 
要 变 分 方程 的 常数 部 分 可 被 变换 成 对 角 型 ,习题 1. 10 就 可 用 来 求 
出 这 些 乘 数 于 * 的 一 阶 改 变量 , 由 于 有 一 个 乘 数 当 e0 时 依旧 恒 
等 于 一 , 又 乘 数 的 积 由 一 个 众所周知 的 公式 给 出 , 可 以 估算 出 另外 
的 乘 数 的 一 阶 改 变量 . 
习题 1.12， 把 习题 1. 11 的 结果 推广 到 ”个 二 阶 方 程 的 系统 . 
习题 1. 13. 说明 系 统 
#+a=e(1—a?—y?)s, 
gt2ya=e(1—z?~y)y¥, e>0 
有 两 个 非常 数 的 周期 解 ， 它 们 都 是 具有 渐 近 位 相 的 渐 近 轨道 稳定 
R. 
习题 1. 14、 考 虚 Mathieu 方程 
t=T 
he gm e(c0s21er, (1. 28) 
这 里 o=ote),; 而 0(0)=m 是 一 个 非 负 整数 ， 从 第 正章 中 关于 这 
个 方程 的 一 般 理 论 ， 我 们 知道 这 些 o 值 确实 是 引起 不 稳定 性 的 . 
事实 上 ， 不 稳定 零点 是 由 这 些 o 值 来 确定 的 ， 对 于 它们 ， 方程 
(1,25) 有 一 个 周期 为 x 或 25 的 周期 解 ; 也 就 是 说 , 乘 数 是 二 1 或 
一 1 RE 0 (0) =1, 0 (0) =2 这 两 种 情况 下 近似 地 确定 这 些 作为 
e 的 函数 的 ole) 值 ， 在 (o,e) 平 面 内 点 (1,0), (2,0) 的 邻 域 内 , 这 
些 解 是 无 界 的 吗 ? 设 
g= z sin mi +- 2cosmt, 
æ= m[z,cosmt —zsinmt], 
X m-o=ep, 利用 上 面 的 理论 来 确定 A, 使 得 产生 的 方程 有 局 
期 解 . 
习题 1.15， 在 习题 1. 14 中 对 于 e (0) =m ÑH 0 tote) 
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=m'+o(e™). 
习题 1.16. 像 习题 1.14 中 那样 在 0(0)=0 时 讨论 方程 
(L. 25) ,假设 €0, 4 0? =e8, m=z t= E ax, 从 周期 解 的 角 
座 分 析 得 到 的 方程 . 
习题 1. 17， 对 于 什么 @ 值 ,方程 
&+o°%xe=e(sinat)y, 
G+ ey=e(coswt)x 
的 所 有 解 当 * 小 而 去 0 时 有 界 ? 


VI. 2。 殖 线 性 系统 
在 这 一 节 里 , 将 把 第 1 节 中 给 出 的 一 般 扰 动 方案 推广 到 系统 
&=BCt)etefCt,x), (2.1) 
这 里 BU+P) HBC), f+, 2) =f, 2), FRAR bt 
GC 中 的 z Of (t,x) /3x 连续 ， 
HE nx p RE DEAE 
e=B( Be 22) 
的 周期 为 了 的 解 的 一 组 基 ， 又 设 pxw 烦 阵 罗 C(t) 的 行 是 伴随 
方程 
y= —yB(t) (2.3) 
的 周期 为 卫 的 解 的 一 组 基 。 
了 X 了 矩阵 (下 面 “ ”表示 转 置 ) 
c= ecpDecpae 
° (2.4) 
p= [vce cat 


都 是 非 奇异 的 ， 事 实 上 , MR ot) = PCa, 又 C=, M 
ea das=0, 
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TAO LO, 了 ] 内 所 有 tH g(t) =0. (Bika MM a0. FP 
的 论证 对 矩阵 疡 成 立 ， 
与 前 面相 同 ， 设 2, 是 连续 的 以 了 为 周期 的 = 纵向 量 函 数 由 
一 致 拓扑 而 成 的 空间 .在 (2. 4) pO, DARA AS EAMES 
按 下 述 方式 定义 DS, 上 的 两 个 射影 算 子 P,@ 
Pf=@(-)a, Ca RAL 
x (2.5) 
OAOE LOOL 


SARE AML MESLE DZ: RAD, 的 由 (2. 2) 的 以 
T 为 周期 的 解 所 张 成 的 子 空间 , @ 把 Sy 映 到 多 z 的 由 {2.3) 的 以 
T 为 周期 的 解 的 转 置 所 张 成 的 子 空间 。 这 些 定 文 的 合理 性 是 由 于 
下 述 引 理 . 

382.1. mR SEP, 的 一 个 给 定 元 素 , 则 方程 

&=B(te+f(t) (2.6) 
有 周期 为 一 的 解 的 必要 充分 条 件 是 @f =0. mROS=0, Ml WE 
HAMAT HR AS, 使 得 PECJ=0， HA, AU- ORE P, 
映 入 Pr 的 连续 线性 算 子 . 

证 明 引 理 的 第 一 部 分 是 引 理 IY. 1. 1 的 复述 ， 如 果 OF =0, 
则 在 DP, 内 有 (2. CH. MR r 是 Pe 内 任意 解 的 初始 值 ， 则 
zo 必定 满足 方程 Bxo 一 5, 这 里 ` 

E=X(T) —I, 
EOT (eas, 


而 了 (1) 是 =B(t)x HEBER, IE 是 召 的 右 道 ， 即 一 个 把 
召 的 值 域 变 入 C* 且 满 足 召 本 一 了 的 矩阵 ， 由 于 Qf=0 意味 着 如 在 
ESAs, MLE co =F") 对 应 于 (2. 6) 4E Pe 内 一 个 解 ia) 
的 初始 值 ， 如 果 Cf = -Pye CF), WF A E Be BA By, 
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WAR R ERE SERN, WL, PA SHO H Af 是 (2.6) 在 2r 
PRA MP SRE MR, 这 就 证 明了 引 理 2. 1. 

推论 -2.4， 如 果 了 在 Sr 内 ， 又 a 是 给 定 的 一 个 2 维 向 基 ， 
则 =B(t)z+ {I 一 Q)f 的 满足 Pr=@O(-)o 的 唯一 解 是 Pat 
XI- 

讽 2.1. 假设 B=B() 是 %X% 常 矩阵 , B= 二 diag(05,B1), 这 
BO, Er EPER, 而 ef” 一 了 是非 奇 异 的 ， 则 D, Y 可 以 取 作 


o-('7} V=0'=[1,,0), 


这 里 1。 是 px 单位 矩阵 . 容易 看 出 (2 DhE O, D 与 (2.5) 
PORE P,O h C=D=TH, 


ie 
pl fae 
on! A | 


给 出 ,这 里 户 记 了 的 前 2 个 分 量 。 这 是 与 第 1 节 中 对 方程 (1 10) 
定义 的 算 子 相同 的 算 子 。 如 果 @f = 0, WAS 的 显 式 是 


J fas | 


ANH] 7 
erya e Ff, rst eas 


这 里 | 所 是 所 的 哗 一 平均 值 等 于 零 的 原 函 数 ， 而 所 -表示 的 


后 % 一 了 个 分 量 。 
R22. Pi B=B() BRAK, H 


[s 3) 


an -| 1 ] = 0.0, wo=D=r, m 


0 
©3106 


pf=06)0=| | (qf, fea), 


of=w 5=[ (FE eas), 
这 里 j= (fof). WR 8f 一 0, 容 易 算 出 %f 是 


站 #9 一 hoft :es 


(KP | > 


这 里 “‖ 仍 记 被 积 项 的 平均 荐 等于零 的 原 函 数 ， 
引 理 2. 2， 如 杂 算 子 P，@ 与 多 如 (2.5) 与 引 理 之 工 让 所 定 
义 的 ， 则 系统 (2. DARI Ts, HANA RRR 
四 a=Prt et (OC,D), 
©) Fl, D =0. 
证 明 假设 是 P, WORE. MATTIE TE @ 他 一 Ba) 
=0, RE, 从 (2.5) 有 
QG—Be) = PDS LD Bz] 


(2.7) 


avr [Tena +Y aa : 


=P'D OED] =0, 
P, 的 一 个 元 素 是 (2, 1) 的 解 ， 当 县 仅 当 
Q@GCE 一 Bo)=ee@r( oz)， 
: UQ) (è — Ba) =e I-Q) FC, 2). 
HF O@— Ba) =0, 这 些 方程 等 价 子 (2,78) 与 和 一 Br= I —Q) x 
fea). 5/21 意味 着 后 面 这 个 方程 等 价 于 (2.79), SIRER, 
引 理 2 3， 对 于 任意 w>0, 有 一 个 >0 使 得 对 于 任何 la| < 


á ki p ERRE a lel <eo 存在 唯一 的 满足 
2311: 


a* = Dat eK (I-Q)F(-, 2*) (2.8) 
ABR c*=2*(6,e), HH, a, Mo, e 有 连续 的 一 阶 导 
数 , 并 且 r*a, 0) =0, WR OSE Se MA — TM ale) | <a 
的 a=a(e), X 
Gla, e) Les t-, 2" (a, 6)) =0, (2.9) 
Wet, a) 是 (2.1) 的 一 个 以 T 为 周期 的 解 ， 反之， 如 果 (2..1) 4 
0<|e]<so 时 有 一 个 周期 为 了 的 解 3(e), 它 对 。 连续 , 又 有 PHe) 
= Pale), Jale) <a, A] Z(e) =2" (ae), 2), 3X E x* (a, 6) 是 上 面 
定义 的 函数 , 又 a(e) 当 0<|e| Seo RE (2.9), 
TH Mika 被 给 定 , 又 a 是 任意 的 lel<a 的 了 维 向 量 . 
BARTER ERa sakil Sole, HTER yo, 定义 
Pey) = EP: Py =0, yl <p}, 
RMF PADY 定义 算 子 FS (yp) >r 为 
Fy=eH UQ) fC, y+ a). (2.10) 
如 果 及 (ao DEF EF VAM—-TAH A, 则 a*a, e) =Sat 
六 (a, 8) 是 (2.8) 的 一 个 解 ， 现 在 证 明正 好 像 引 理 1.2 的 证 明 那 样 
进行 . 
从 应 用 移 强 点 来 看 ， 注 意 到 (2,5) 这 个 关系 意味 着 (2. 9) 中 
GG, e) =0 等 价 于 


F(a, af yta, aa, DUDd=0 (iL 


这 一 事实 ,是 方便 的 . 
引 理 2.3 断言 下 述 事实 ;可 以 预先 任意 地 指定 由 {fEszr:Pf 
一 髓 所 定义 的 2 的 子 空 间 的 一 个 元 素 ce 一 Ga, 然后 在 (2.7a) 中 
以 xr RE Pz 确定 唯一 的 解 ， 于 是 元 素 zr 被 用 来 试 解 余下 的 方 
程 (2.78). 
方程 (2.9) 或 (2.11) 被 称 为 (2. 1) 的 确定 方程 或 分 歧 方 程 ， 由 
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于 (2. 10) PH F 是 一 个 压缩 算 子 ， 分 歧 方 程 可 用 逐次 遐 近 法 确 
E. WF eG, 2) 仅 取 一 次 近似 a， 又 利用 隐 孙 数 定理 ,可 以 得 
到 

定理 2. 1. Pite (a, e) 如 引 理 2. 3 中 所 定义 , Rik Fle, £) 
由 (2. 11) 定 义 ， 如 果 有 一 个 了 维 向 量 m, 使 得 

F(a, 0)=0, 
dct Fie. Go, 2) +0, 

则 在 在 一 个 >0， 当 0<lel<ely 时 有 (2.1) 的 周期 为 了 的 解 
ve), 2° (0) = Ba, HH r" (2) 对 连续 可 微 , 

M21. MRS HE Z: 内 ,又 @f=0 试 给 出 一 个 确定 引 理 
2.1 的 By 中 的 函数 Wf 的 构造 性 手续 . 

习 是 2.2. 陈述 与 证 明 本 节 结 果 对 于 方程 

#=B(t)ot f(t, a, e) 
WREE, Gk OBC 2), fC t,x, aR C, v, ERX 0" xC 的 
连续 函数 , BUTT) =BG), P+, 2, e) = fE, x, £), MAF UER, 
EEC, x, ¥EC", |e] <o, yl <o 有 
f(t, 0, 0)=0, 
(f(b, 2) — fG, y, 21 <aClel,odla—yl, 

这 里 的 Ca 0) È a> 0, oO MERE, 9(0,0)=0, 

习题 2.3， 考 虚 系 统 l 

day, ` 
dig = ello +acos 24) a + ba} + eral, 

RE oa bc 都 是 常数 ， 试 找 出 关于 这 些 常数 的 条 件 ， 以 保证 存 
在 周期 是 = 的 解 . 这些 解 的 稳定 性 质 如 何 ? : 

SUM 3.4， 寻 找 关 于 品 的 条 件 ， 使 得 (2. 12) 当 8 一 “一 0 时 有 
一 个 周期 是 z 的 解 ， 借 助 Mathieu 方程 的 理论 来 解释 你 的 结果 : 
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(2.12) 


如 果 系 统 (2. 1) 有 某 些 附加 性 质 ,有 了 时 可 能 不 用 任何 逐次 逼近 
而 定性 地 陈述 分 歧 方 程 (2, 9) 或 (2. 11)， 下 面 用 少数 几 页 专门 研 
究 这 个 问题 . 

定义 2 1， 设 在 微分 系统 =g(t,) 中 ,zg RnR. io 
果 存 在 一 个 对 称 的 nxn 党 矩阵 S, ES =I, 又 对 所 有 ta 有 

So(—#, Sx) =—g(t, x), 

如 果 st) 是 一 个 相对 于 妨 有 性 质 CE) 的 系统 的 解 ， 注 意 
3x{ 一 四 也 是 一 个 解 。 事 实 上 ， 如 果 z 是 这 样 一 个 系统 的 一 个 解 ， 
RM wt) = 562701), 则 

DY =88(4) = Sg (6, #(4)) = S9C, SIWAY) 
=89(t, Sw(4)) = —g( —t, w(t)). 
这 意味 着 w(t) =Se(-DRRBRM—TR, 

引 理 2.4. BESET nxn 对 称 矩阵 , S=, BU) B—+ 
nxn 连续 短 阵 ，B(2) =B(4 二 了)， 又 f(NB—+ n Mies B, 
IDRETT), 它们 使 得 

(a) SB(—2) = —B(i)S, 
© Sf(-t)=-f@). 
Bax p HENS D By Bi (2. DHANA T MR — IE, OC 是 在 
引 理 2.1 中 所 定义 的 , RO sn (2. 5) 中 的 那样 . 则 
(a) WR SO(Na=O(0)a, 对 于 所 有 上 有 
8O(—t)a=O(é)a, 
D Sf -I=— (Qf 4), 
(ey) SIKH-D=[IHT -Of 

证 明 BB 满足 (2.13) 的 事实 意味 著 系 统 (2.2) 相对 于 3 有 性 
RE), vk, AUR SO (0)a= D (0a, 则 由 解 的 唯一 性 推 知 对 所 有 
4 有 S8O(—Ha=G(t)a, LIEW (2. ia), RE SOC- DMA 
+3145 i 


(2. 13) 


(2. 14) 


列 是 (2. 分 的 周期 为 了 的 解 的 一 组 基 , 因此 , 有 一 个 p x3 的 非 奇异 
SET, 使 得 对 于 所 有 # 有 心力 (一 和 三 四 (#) 站 按照 同样 的 方法 
知道 ,有 一 个 pxp 的 非 奇异 矩阵 M, 使 得 对 于 所 有 了 有 PS 
= MPC), 

对 二 满足 (2.135) 的 任意 下 我 们 从 (2.5) 与 = 知 有 


SOND = Bp DP faa 
=P DMD YI 0d 
=- MD Y -0 Sf dn 
一 一 到 cour HY Fae 


另 一 方面 ,从 (2. 多 与信 = S=, TEV MDM'=D, Bik, 
HD M=D,% 

| SQN (9 = HD (ef da 

=— @f)(é). 
这 证 明了 (2. 140), 
so f WL (2. 130), MAC 146) 推 知 (7 一 @)j 满 中 

SI- =U OF). , 
因此 , 为 了 证 明 (2.146)》， 只 要 说 明 以 了 代替 (1 一 0)f，(2.146) 窗 
满足 就 部 了 ， 我 们 首先 说 明 PSAS) =0、 根 据 (2.5)， 这 
是 正确 的 , 当 且 仅 当 


o=["o' as (oef)(—#at 
=P’ PNAN Dat 


= rep wat. 
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hF Pajo Hi [ eC CV) C4t=0. 因此 PS CEA) (— >) 
=0, HE OCF LC. OWE PA= 0 EHE, L SAFC +) a 
KH P MEH EAM, HNC. MAEM, SENT 
引 理 . 

定理 2.2. hax p 矩阵 外 的 各 列 是 (2. 2) 的 周期 为 了 的 解 
的 一 组 基 ， 又 设 px 扼 降 到 的 各 行 是 (2. 3) 的 同期 为 了 的 解 的 一 
ME. Wot (a, 9) 是 在 引 理 2. 3 PARRAS IERRA C D 
WHE SHER), WREU-)O(0)a=0, 对 所 有 上 就 有 


x, Sat (a, e)(-t) =a" (a, e) (4). (2. 15) 
此 外 , MIR F(a, ©) fe (2. 11) 中 那样 定义 , 则 
(+ #) F(a, 2) =0. (2. 16) 


DRMR PS = MEERE, 

证 明 BE SOO)a=G0)a; E F (y) MSHA 2 8 的 证 明 
中 所 定义 ,而 9*() 是 多 (y) TER, ESO) 中 浦 足 
Sy( 一 站 =9(i) ik wy MR AII 24 Kye 
DFC y+ Gay Hl el Seo HME F*(y), XB ee 在 引 理 2. 3 中 给 
出 .由 于 这 个 算 子 在 9G(?) 内 有 了 唯一 的 不 动 点 y Ca, ey, Sy*(a, e) 
x (—t) =y* Ca, E) (Y.E, (2. 140) RH 2” Ca, £) = y* Gay, e) + 
Ba 满足 关系 (2. 15), 利用 (2. 15)， 履 质 (B) 与 多 (一 8= MED 
的 事实 , 得 到 

FG, e)= (vcore, aæ* (a, e)(4))dt 


=S POFO, Sela, -Ddt 
-S Y (DSi t a*a, 2) (-0 ap 


=—M DF er (a, e(—1))at 
=— MF (a, £). 
+3166 


这 就 证 明了 定理 . 
在 应 用 中 , 定理 2. 2 特别 是 表示 为 (2. 16) 的 结论 是 很 有 用 的 . 
这 个 关系 式 锐 只 要 p HE a HR (I —8)P(0)a—0, 则 由 (2.11) 
中 的 向 量 丈 的 各 个 分 最 给 出 的 分 歧 函 数 是 相关 的 ， 这 对 于 (2.1) 
可 以 引出 加 及 周期 解 族 存在 性 的 结果 下列 习题 说 明了 这 一 点 ， 
而 且 牵 涉 到 性 质 ( 召 ) 表 示 (2. 1) 中 的 活 数 的 某 种 亲 偶 性 的 情况 . 
习 息 2. 5。 假 设 对 于 所 有 CRE wER, 了 (一 bz) = 一 了, x) 
成 立 . ERRE B= ef (tz) 当 s 小 时 有 一 个 含 4 个 参数 的 周期 解 
Be. 如果 了 (5#) =4(#)z MAC = AC), 这 转 划 意味 着 所 有 
FERREL 
“习题 2. 6， 借 助 于 定理 2. 2 再 考虑 习题 1.7。 
AM 27. WROG ~i y) = ga yy ERASE 
Ft oy= egy y), oO 
对 于 小 的 e, E y= g=9=0 的 某 个 邻 域 内 , 所 有 解 是 周期 解 . HER 
个 方程 写成 三 阶 系统 放 = ACO?) a+ efCi,x),& a= [exp Alt], 
Kp esor eB8， 把 B 当 作 一 个 待定 参数 ， 对 z 的 方程 应 用 前 面 
的 结果 . 
习题 2.8. 券 虚 二 阶 方程 系统 
tt ou = eg, (u, ù, v, 8), 
_ B+ wv = eg lu, ù, v, Ò), 
这 里 cmu, Amo 对 于 m=0, +1, Ri, 叉 
91(—4, ù, v, ~è) = — gi (u, ù, v, è), 
-© gal —u, ù, v, — Ù) =g, ù, v, o) e 
证 明 这 个 系统 有 包含 二 个 参数 的 周期 解 族 ， 令 esu, mooi; x 
=v, 4 二 J, 得 到 一 个 四 阶 系统 =A4《g, pz 十 ef(z), 这 里 Ale, 
#)=diag(B(o), Blu)), z= (y, 2), y, 2 是 二 维 向 量 ， MS y= 
[exp B(r)tJY, 2=2Z, v=o + ef, 再 把 B 作 为 一 个 待定 参数 ， 对 于 
23176 


Y, 名 的 方程 应 用 定理 2.2， 把 这 个 结果 推广 到 另外 的 对 称 类 型 
以 及 含 # 个 2 阶 方程 的 系统 . 
定义 2. 2 系统 
@=g(t, x) (2.17) 
的 一 个 初 积分 是 这 样 一 个 函数 :RXC" 一 0， 它 有 连续 的 一 阶 偏 
导数 , 使 得 对 于 所 有 志 2 有 


Pult, 2) uQ, a) 
EZ] 


ga, a) + 


inalt, fo, 020) 是 (2.17) oae zlo to, 20) = 加 的 解 ， 又 
衬 是 (2.17) 的 一 个 初 积分 ， 则 对 于 OG, to, mo) 有 定义 的 所 有 名 
UCL, 2(E, toy 20)) 二 (和 ,20)， 如 果 轴 =0， 我 们 把 (2. 17) 的 一 个 解 
Blea i, so), 400, a) =a, 

HEV (6,20) =32G, x0)/axo， 在 第 I 章 中 ,我 们 已 经 看 到 六 是 
方程 

2=Haz, 
H= H (t, 29) =dg(t, a(t, xo) ) [dx 

HAEEREN. 

312.5. 如果 * 是 (2.17) 的 一 个 初 积分 , 它 有 连续 的 二 阶 


偏 导数 , Wud, 2) Lae (t, w(t, x0))/3w 是 伴随 方程 
b=—wH (2.19) 

的 一 个 解 , 这 里 五 被 定义 在 (2.18) 中 。 

证 明 由 于 对 所 有 + 与 所 有 me 有 UG, aC, 80)) 二 (0, oo), HE 
知 对 所 有 { 有 u(t, eC, oo)F CE, 2) 二 We(0, wo)， 把 这 个 关系 式 
对 上 求 时 数 , 得 知 对 所 有 上 

: 0=8,¥ +4,V = lit HN. 

BFV ERR, us 必定 满足 (2.19), 这 就 证 明了 3 引 理 . 

引 理 2.6. mE uG, 2, 8) 是 (2.1) 的 初 积分 , w(t 十 Tz e) = 
*318 ， 


{2. 18) 


ult a, £), EOF ES e 有 连续 的 二 阶 偏 导数 , 又 2* (9 e) 251 
2.3 中 给 出 的 周期 为 全 的 函数 , 则 当 e HO 时 


> f Ta OFlecstan(#)dé=0, (2.20) 


这 里 8 的 定义 是 (2. 5)。 
证 明 由 于 4 是 (2.1) 的 初 积分 ,我 们 特别 地 有 


[MR 
由 于 s+(a, e) (8) 与 u(t xe) 都 是 ¢ 的 局 期 为 的 函数 , 我 们 又 有 
o= [ere, e) (8), 2) dt 
o 


a 
T 

[eae tuleia 

[lx Betef- QP +t Jenson (Ddi. 


把 这 两 个 表示 式 相 减 , 便 给 出 (2, 20), 这 就 证 明了 引 理 。 

假设 z*(a，e》 是 引 理 2. 3 给 出 的 周期 为 了 的 函数 ， 又 假设 
ult, w, e)=uG+T,2, 5) 是 (2.1) 的 一 个 初 积分 ， 并 且 (5,0, 0) 
+0, RESIA 2:5, u(t, 0, OÈ w= 一 wB(#) 的 一 个 非 平 
凡 的 周期 为 下 的 解 ， 由 于 2 (0 0)=0, u(t, 2*€0, OE), 0)= 
w(t, 0, 0) #0 ER AE w= —wB(t) 的 一 个 周期 为 了 的 解 ， 用 
3X 和 的 矩阵 罗 的 各 行 定义 这 个 方程 周期 为 了 的 解 的 一 组 基 ， 这 意味 
着 有 2 维 行 向 量 RAO, 使 得 c(t, 0,0) =A), BR, ATE 
续 国 数 u(t, d, e) = w(t, a, 2), E uG, 0, 0) =0, 而且 

uz (t, 2* (a, e) (4), €) = uzl, 0,0) + u (t, a, €) 
=hP(t)+ ua, e). 
如 果 F(a, ©) Me SLAC. 11), 14 (2. 5) MBA F O< Je] <eo 可 
把 方程 (2. 20) 写 成 
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o= f "Lay C2) Fa a, e) JY'(DD-P (a, edt 


= c+ (acs, a, EV DAF (a, e). 


由 于 不 是 零 向 是, 又 人 0,0) =0, HA a #0, eto 使 得 对 于 
la| <a, je] <e A 


rtf nG, a, PDD di = hy #0. 


因此 ,在 的 各 个 分 量 之 间 存 在 着 线性 关系 ; 也 就 是 说 , 在 (2. 1) 的 
分 枝 函 数 之 间 有 线性 关 素 ， 和 如 果 (2.1) 有 一 个 初 积分 (t,x, ©), 
WE u(t, x, e) 二 Wt 二 Dw Paty 2), Ualty 0, 0) 0,) 则 有 一 个 分 歧 函 数 
是 多 人 的 

Bika, wm 都 是 (2. 1) 的 初 积分 , u= u e, Wi)， 如 果 

JERE uz (4, 0,0) =dudt, 0,0) fox Hk r, BNR u,e, wr 是 线 
性 无 关 的 .利用 与 上 面相 同 的 论证 , 得 到 

定理 2.3， 设 和 <p, 一 (Ww …,%) 是 (2, 1) 的 线性 无 关 的 初 积 

A utt a 8) =u, 2, 2), ul, w, ER, EMF tc 的 二 阶 偏 
导数 也 连续 MEEA, m0 SRA REX pM 五 ,使 得 
ja] <a, fe] ae, Bt HF (a, e) 一 0， 这 里 F(a, e) 在 (2.11) 中 定义 . 
如 果 k= py 那 末 存 在 一 个 以 卫 为 周 戎 的 辉 的 PBB ala, e), 
Jal] Zæ; Jel Se, 3 Ba" (a, 2) 由 引 理 2. SH, 

n BPR RMB — M7 EEA LAE eS TR NE 
ERA. WRe=p, MEERE 而 HFa, 2) =0 F 
RE la] Ka, hel <e REF Ca, e) =0; 也 就 是 说 分 歧 方程 自动 满足 ， 
再 应 用 引 理 2. 3, 便 完 成 了 定理 的 证 明 , - 

习题 2. 9. -(Liapunov ERD, 假设 在 系统 
Dal drst t fili so, a 
d= — 08; t fo lE, £a, Y), (2:21) 
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g=Cy+ gr, 02,9), 
中 gc>0, a, a 是 纯 量 ,9 mew, fo fo g Ee =O a, y= 0 
的 邻 域 内 是 解析 的 ， 其 餐 级 数 开 始 项 至 少 是 二 次 的 ， 假 设 这 个 系 
统 有 一 个 初 积分 Wort), EM ac 8 的 二 阶 导数 连续 ， 又 
MIERE O MEIE Ai, …:, An 满足 A tion, k=1, 2), m i nA 
任何 上 整数 , 试 证 明 这 个 系统 有 包含 两 个 参数 的 周期 解 族 , 76 (221) 
中 引进 极 型 坐标 
#,= pcosdð, 
t= — psingd, 
又 在 得 到 的 方程 中 消去 t, 得 到 作为 8 的 函数 py 的 微分 方程 , 设 
pep, y>ey, SAMER 2.3. WE C AREA AER, 
存在 另外 的 周期 解 族 吗 ? TELE NY RAED, MEHAR 
件 就 足够 了 ? 必须 假定 fi, fo, 9 解析 吗 ? 
习题 2. 10， 对 二 特殊 的 2 阶 纯 量 方程 
TY ef (,y) 
Rk HH RBC, 
习题 2 11， 考 虑 系统 
w= Ap + eC w; (2.22) 
这 里 DLT) = BCs) PIES Xn 矩阵 ,而 A 是 一 个 常 矩 
阵 ， 试 按照 本 市 的 精神 给 出 一 个 构造 性 手续 ， 以 求 (2. 22) 的 形 如 
UG, e) exp (Ble) s] hE M, WK BUT, e) =UG, e), 
UG, 0) =1,BO)=Ao, BE nxn 矩阵 方程 
W=AW +e0(2)¥, 、 (2.23) 
MF ERASE nxn REE AL, BEW =U exp [C44 1], 
U 的 微分 方程 是 ee 
U= Ad -UA tUA, +P. (2,24) 
，32J， 


试 确定 非 齐 次 矩阵 方程 
U=AU—UAgt FQ), 
FOLP)=F(é) 
有 周期 为 卫 的 解 的 必要 充分 条 件 ， 利 用 这 个 事实 得 到 一 组 矩阵 方 
Er, es)=0, 它 的 解 对 于 求 (2. 24) 的 周期 为 卫 的 矩阵 解 是 必要 
MAIS, HH BAe Ae), Re TN eH 
PAC), 2) =9, 
习题 2, 12， 把 习题 2. 11 推广 到 殖 周 期 矩阵 扰动 OC 2) 类， 
习题 2. 13， 如 果 在 (2. 22) 中 do 是 一 个 周期 为 了 的 矩阵 困 数 ， 
为 了 能 得 到 主 和 矩阵 解 , 习题 2. 11 的 手续 应 如 何 修改 ? 


7 下. 3。 被 扰动 的 自治 方程 的 周期 解 
在 这 节 里 ， 利 用 本 章 的 方法 而 不 是 用 在 周期 轨道 附近 的 坐标 
系 来 证 明定 理 VI.4. 1 的 一 部 分 .考虑 方程 
7 é=f(2)+F(a, €). G.1) 
BPR oR GFR RPR ES, f(x), Fæ Ra © ER 
的 一 阶 偏 导数 , 又 对 于 所 有 > 有 P(e, 0) =0. MRR 
&= f(a) 43.2) 
有 一 个 非常 数 的 周期 为 @ 的 周期 解 (2), CHIERE, MHF w 
的 线性 变 分 方程 是 
g=ACY, (3.3) 


ayt, 


而 这 个 线性 周期 系统 总 是 至 少 有 一 个 特征 乘 数 等 于 1 

定理 3. 1， 如 果 1 是 (3. DHARE, 则 有 一 个 eos0 与 名 的 
-ARW ERAR (3. 1) 对 于 Ole] <e 有 一 个 局 期 为 
o* (e) HIRR u* (>, €), E u* (C, 0) =u C), of 0) =a, RMF R 
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RH t 4 O<fe|<eo, u(t, e) w*(e) tt t, e 都 是 连续 的 . 
TRO, LAM oh n RE Ah LIER 
所 成 的 空间 ， 对 于 任意 实数 A, BE GD 内 的 变换 4= (1 
二 有 Dt， 和 如 果 alt)=y(r), 则 3 满足 方程 . 
HOHDE, 0)]. (3,4) 
WRG. 4 在 多。 内 有 一 个 解 , 则 (3. DE Basne 内 有 一 个 解 . 如 
果 y( 中 一 u(r) +C), Me MED 
2 = A(x) 2+ GC, z,e, B), (3.5) 
G(x, 2, e, B)=(1+ Pf luts) +F (utz, e)] 
—A(r}a—~-f(u), 
由 于 工 是 (3. 9) — PAE, HIN G. 3) 的 周期 为 中 的 
解 的 一 个 基 , 又 有 一 个 周期 为 w 的 行 向 基 BAECS. 3) 的 伴随 系统 
的 周期 为 的 解 的 一 个 基 ， 此 外 , 可 以 假定 | A) de=, R 
在 ,我们 用 前 面 的 理论 确定 (3. 5) 的 周期 为 0 的 解 ， 对 二 多 。 内 三 
Hib, Be 
ZOR ana. 
根据 第 2 节 , 对 于 P, 内 任意 的 如 我们 知道 方程 
A): -ye) 


ED, 内 有 唯一 的 解 Ah, E | OMAA = 0, 而 M:a 
D, R-NERRERT. FDO, 的 定义 是 
Fz=MGC, z, e, f). 
按照 通 常 的 方法 , 可 说 明 有 oj>0, A1>0, 30 使 得 F 是 
BO) = {2€®, : be} <8} 
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上 上 的 一 致 压缩 因此 , F 有 唯一 的 不 动 点 sx*(*， B), BX e, BB 
续 , Mt ASE Rh, AT s*(0,0)=0， 这 个 不 动 点 z*(z, 有 ) 是 
KRA 


B= AG)a+GCs, %, €,B)— Be, Pyr), (3. 6) 


Ble, B)=y (Gr, 2*(e, B), €, BY) 
BAR. HB Ble, p) e, p 连续 , 又 满足 BO, 0)=0, 此外， 
由 于 z*(e, DIF AEREI, 推 知 B(e, OMT ART, HF 


县, 可 以 得 出 8=0, p=0 时 BCe, Bp)/a8=[- Pirú) de H) i 
论 ， 这 最 后 一 个 舱 分 必 不 等 于 零 , 否则 方程 
Ale tile) 


在 多 。 内 将 有 一 个 解 而 这 是 不 可 能 的 ， 因为 这 个 方程 总 有 角 
ror vir), hF BC, 0) =0 与 3B(0， 0)/28-0, MARSE 
理 推 知 存在 一 个 =A(e), 使 得 |e| <e 时 Ble, Ale) =0, 于是， 
BR a*(z，B(2)) 是 3.17 的 一 个 周期 为 目的 卿 ， 而 定理 就 被 证 
明了 . 


VIN. 4， 对 进一步 学 习 的 说 明 与 建议 

Poincaré 在 他 的 关 守 天 体力 学 的 著名 论文 [2] 中 ， 首 先 说 明 
了 确定 含有 小 套数 的 微分 方程 的 局 期 解 的 系统 方法 ， 在 1940 年 ， 
Cesari[3] 给 出 了 确定 线性 周期 系统 特征 指数 的 方法 ， 它 与 本 章 所 
说 戎 的 在 精神 于 相通 ， 尽 管 细节 有 所 不 同 ，Cesari 的 方法 被 
Haie[1] 与 Gambill 和 Hale[1] 引伸 应 用 于 含 小 参数 的 非 线性 微 
分 方程 的 周期 解 ， 对 Cesari[3] 与 [5] 的 基本 方法 作 进 一 步 修改 ， 
就 引导 到 本 章 中 所 说 明 的 方法 . 与 这 一 发 展 同 时 ,Friedrichsf11， 
Lewis[1] 与 Bass[1, 3] 研究 出 与 上 面 的 方法 关系 很 紧密 的 方法 . 
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习题 1.3 是 Reuter[1] 提 出 的 ; 习题 1.5 51.6 Æ Hale[6]， 
习题 115 是 Hale[7], 习题 1.17 是 Bailey 与 Cesari[1] 扣 出 的 . 
除开 符号 有 改变 以 外 , 引 理 2. 3 应 归于 Lewis[1]， 第 2 节 的 性 质 
《 吾 ) 的 较 特 殊 的 形式 由 Hale[7] 给 出 过 , 定理 2.3 被 Lewis 在 [1 
中 陈述 过 .习题 2.7 与 2.8 是 Haje[2] 的 结果 的 特殊 情形 ， 习 题 
2.9 当 对 于 解析 系统 来 说 时 , 应 归于 Liapunov[1]。 习 题 2. 10 19 
于 Bogoliubov 与 Sadovnikovf1]， 而 习题 2.11 与 2.12 则 妇 于 
Golomb[1]. 

在 Lewis[2] 的 微分 方程 自 联 觉 解 的 理论 中 , 包含 了 对 周期 性 
坟 及 性 质 (B) 的 有 意义 的 引伸 、 关 于 非 线性 二 阶 方程 的 小 扰动 ， 
请 参阅 Loud[1]. 
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AT S|MPRMA RMAC. ERMA- RRR 
解释 上 一 章 的 方法 . 设 Mr 是 Banach 空间 ,其 元 素 是 周期 为 了 的 
s 维 向量 函数 , CRE LAA BA nxn PE, 它 的 列 属于 Br; 
ELEY Dy 中 连续 可 微 函 数 定义 的 线性 算 子 ，(Lz)(t)=2( 科 
ZAROK N: P,> By HELENE) =ef bee (4)), ik 
Bef kc HET Maw, AMAT, E 多 * pR 
方程 - 

&—ACt)a=ef(t, x) 
的 解 的 问题 于 是 等 价 于 在 2, ARE Le No H ie eA Pe R 
a, BAW.. 29 eR Zr=Nz 等 价 王 方程 组 
(a) z=Pr+tH(I-Q Nz, 
©) QNa=0, 
HP, Q, % MRAKCN, 2.5) 55} V2.2 中 所 定义 ， 方 程 
组 (1) 比 原来 的 微分 方程 有 明显 的 优越 性 ， 事 实 上 , 对 于 小 “不 " 与 
WR Pr =a 的 固定 的 fo， 可 以 确定 出 (19) 的 一 个 满足 Pat (2) 
=a HR (ay), FR, Lle= Ne 的 解 的 存在 性 等 价 于 确定 一 个 
xo 使 得 Q@Nz*(zo) 一 0。 我们 曾 称 2 的 方程 为 确定 方程 或 分 歧 方 
程 ， 然 而 我 们 要 说 这 些 方程 是 Ze 一 Wz 的 一 个 更 堆 问 题 ， 这 上 比较 
合理 . 

本 章 的 目的 是 确定 更 大 的 一 类 方程 ， 它 们 对 Banach 空间 内 
的 而 言 等 价 于 Zr 一 Nz， 然 后 在 尺 不 一 定 小 的 条 件 下 叙述 更 趟 
问题 。 我 们 之 所 以 取 这 种 一 般 的 处 理 方 式 ， 是 因为 它 的 思想 可 以 
用 于 常 微分 方程 以 外 的 场合 ; 例如 ， 积 分 方程 , LEWISE SR 
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微分 方程 。 然 而 , 我 们 专注 于 对 党 微分 方程 的 应 用 . 


1. SHB 
如 果 X,Z & Banach 空间 , B ERX MATRA ZB 
子 ,我 们 令 Q(B), AB), (BMRA BABI, ERSE 
空间 , WR BRE LTE Banach 空间 Z 上 的 一 个 射影 算 子 , 我 们 用 
Ze 来 记 AU), WEA Ze 来 记 按 此 方式 通过 射影 算 子 马 
得 到 的 子 空间 ， 符 号 了 将 表示 恒 等 宣 子 、 如 果 世 : 台 (L)CX>Z 
是 一 个 线性 算 子 , 而 及 是 把 经 ( 工 ) 映 到 到 (Z) 的 有 界线 性 算 子 , 对 
FAL) bith 2 LKa=s, WRK LARGER. 
iR X, Z 是 Banach 空间 ; 设 N:X->2 是 一 个 线性 或 非 线性 的 
RTs 二 :GOJ(Z)C 开 > 是 一 个 线性 算 子 , 它 可 能 有 非 平凡 的 和 
空间 , 也 可 能 在 如 内 有 气 域 . 
FL. REDS ALDAAMBER, 4(L)=Xe 
PRL) = 多 1-0, 叉 月 设 工 有 有 界 右 北 算 子 让, 且 PK =0. WHE 
in=N2a (1.1) 
等 价 于 方程 组 
(a) w= Pr+ K(UI—-@Q) Na, 
(6) QNz=0. 
证 明 显然 ,方程 (1. 1) 等 价 于 方程 组 
(a) (TI—Q) (Lz— Nz) =0, 
(6) (Le— Nr) =0. 
HF LX=(-@)2Z, 又 8 是 一 个 射影 , KOL=0. FA. 38) 等 
价 于 (1.26)， 而 (1.39) 等 价 于 Lz 二 (一 Q) Nz， 由 于 (I 一 Q)Nx 
AT LOR, 而 五 是 二 的 有 界 右 疗 算 子 , 故 这 后 一 个 方程 等 价 于 
xz 一 种 十 六 (1 一 @) Na 这 里 的 BEN (L). BE, PK =0 意味 着 
xzo= Pa, 引 理 证 毕 . 


(1. 2) 


(1. 3) 
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引 理 1.1 中 的 条 件 PK =O 并 不 是 什么 限制 ， 率 实 上 , MR 


ELWAREERT, N KELU- PM 也 是 一 个 有 界 右 揽 算 
子 ,并 且 PR =0. 

按照 这 少许 的 初步 说 明 , 人 们 便 可 以 叙述 (1. DAA EEH 
是。 比较 具体 地 说 , MENEER EBA, 以 致 对 于 固定 的 
Pz=zo， 可 把 压缩 原理 用 于 〈1. 20)， 那 么 由 C20) 可 以 解 出 
(ao), 而 QN2* (20) 二 0 是 (1. 1) 的 一 个 更 替 问题 ，， 

换 句 话说， 我 们 可 以 在 .(Z) 中 任意 固定 一 个 元 素 zm， 解 
(1. 20) $9 z*(zi), 然 后 试 定 出 ze 使 得 (1. 2) ACA, ESR 
与 也 的 零 空间 有 相同 的 “ 稚 数 "， 在 很 多 情况 下 ， 原 方程 Le 一 Nx 
是 无 穷 维 的 ， 而 更 替 问 题 却 是 有 限 维 的 ， 在 下 ~… 节 将 确切 地 叙述 
这 个 绪论 ,入 现在 我 们 要 求 出 另 一 组 与 (1. 1) 等 价 的 方程 , 它 可 以 
在 不 小 的 情况 下 加 以 讨论 ， 想 法 很 简单 。 刘 果 想 对 (1. 2a) 用 压 
SURE, W 下 (IE 一 0) 必需 在 某 种 意义 下 是 小 的 . MATH URN EE 
空间 是 庆 的 , 则 应 可 选取 庙 影 算 子 9， 使 得 只 要 考虑 个 数 较 少 的 z 
估 便 可 使 乘积 (I 一 Q) 小 ,现在 把 这 个 想法 确切 化 . 

附 图 1 在 使 下 述 引 理 直 观 化 方面 是 有 用 的 . 


(D) è X, 


图 1.1 
ama. 2. IR P,Q, K a311 pii, NiS EXE 
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任意 射影 CER XCAR), SP =0， 则 下 列 结论 正确 : 

G) =P+ 必 是 一 个 射影 算 子 . 

Gi) Xs 5 Xa NZE) 在 了 作用 下 在 Zo 内 的 原 像 引导 
出 一 个 射影 :21-o 一 2Z1-e. WMR Xs=KZnror WI-G=U—- 
DCI 一 Q)， 则 区 :2 一 2 B—-PMB, MX NOL) = KZ,5. 

ii) 对 于 DCL) PER 2, 

2=KU—Q)Lat Pa. {3.4) 

(iv) OL=LP, 

证 明 O HF ASCH) 与 PK=0, 推 知 PS=0 经 
过 直接 计算 便 可 证 明石 =P+S 是 一 个 射影, 

Gi) WF Ka =Keo tk # KO -22) =0 与 0 一 工 开 (521 一 
22) = 2, 29, 南下 是 把 Zo RA Xs pe NDZ) 的 一 对 一 映射 . 如 
RZ, RAIE Xs 5 Xr NDL) EK RTF HR, A 
2.N2,= {0}, Bie =21B22. 如 果 2n€ED2, 4 nro tt z,>2, 则 
HFK BS, 4 noo kt Kz Kz HOP, BEX, NOLS 
COOL), HB Kee tn Kae Hace, Xnr BA 
A, AEX FA LEX, ND) 并 且 RAR, RAE 
的 方式 , 或 利用 Xs BARS KERR, TH Z 是 闭 集 . 
于 是 , 在 Zio 上 引导 出 一 个 射影 了 ， MRR =K Zao 
I-Q=U-J)U-Q), RAH 一 Q) (一 J) = 了 一 J 这 个 事实 ， 
显然 可 见 了 一 名 是 一 个 射影 ， HF X= KZ, TRET 
Xs NDL) = KB. 

Gi) 对 于 OU) PERTH cH Kiet Pe, 由 于 名 是 一 个 
HERF, 

w= KU—Q) Le + KOLe+Po.. (1.5) 

从 性 质 (让 )) 知 , th F Xp5CX)_5, he KU- Le BF Xia. 此 外 ， 
直接 计算 表明 OU -O) =J(1 一 0)， 因 此 KQLe= KQU—Q)Le 
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属于 Xs， 以 全 作用 于 0.5), AA BP=0 的 事实 ， 我们 得 到 
Sv 一 SKGLz OLx， 由 于 户 =P+ 尺 ,这 就 证 明了 关系 (iii)。 
iy》 以 工作 用 于 (1. 4), 又 利用 区 是 工 的 右 六 这 个 事实 , 我 们 
有 Le=(I—Q)Ea+ LPe. 因此 ,满足 性 质 (iv)- 
这 就 证 明了 引 理 1. 2. 
311.3. Wit X, Z Æ Banach eh, L:DL)CX-Z 是 
一 个 线性 算 子 , AL), ND ae I-O, 已 所 形成 , 地 有 有 
RAK, PK=0, 又 名 下 是 在 引 理 1.2 中 所 定义 的 算 子 ， 对 于 
EBERT NXZ, 方程 .Ze 一 Yz=0 BM, HAMS 
(a) #=Pr+KU-@)Nz, 
©) OUe—N2) =0. 
证 明 P.O 8) 1.2 中 所 示 ， 则 方程 zz 一 Nz=0 等 价 
F HBA La—Na) =0, (1 一) (Lx 一 Ns) =0.. i $U- x 
《Lx 一 入) =0, 则 关系 (1:.4) 意 昧 着 KU —O) Ne = KU —@) Las 
(一 x, 因此 (1. 6ag) 被 满足 ， 如 果 Lz 一 Nz=0, 则 《1.65) 自 动 满 
是 反之, 如果 满足 (1. 6a), 刚 LU —Pye= (一 名 Ne， 由 于 满足 - 
BHM 1. 2 的 关系 (ivy， 这 意味 着 (一 9) (ze 一 Wo) 一 0 如果 也 满 
是 (1, 6), MLe—Wa=0.. 这 证 明了 引 理 .… e 


(1.6) 


IX, 2. ‘ 

如 同 在 引 理 1. 3 BREIEN, ABIM 1. 3 ARESE 
许多 等 价 于 方程 (1. 1) 的 方程 组 , 为 了 得 到 这 些 结果 ， 对 线性 算 子 
L 作 过 一 些 假设 , 然而 , BAB TAS P, 站 之 间 的 基本 关系 式 ， 
就 可 能 抽象 地 陈述 涉及 到 的 基本 过 程 ， 为 此 , iX, ZÆ Banaich 
空间 ; 设 NDN 是 一 个 线性 或 非 线性 的 算 子 ; 设 工 : 
DLCK>E R-TBUAF, RS PHL-N. BRR FeO 
的 解 属 于 DIDNAN). te PRE: f 
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Hy BHRAT PiXsX, QZZ, 使 得 OL=LP. 
Hn 有 一 个 线性 映射 五 :21.5 下 X17 使 得 

D 当 z 在 多 (万 A, KU -0 Le= U -—P)r, 

Gi) Mx OW) 内 , LEU- DNa= (一 的 Nz. 
Hy, BE A=P+KU—-ON HHARDARF OCD ND). 

对 于 满足 引 理 1.3 的 假定 的 算 子 二 W， 可 证 明 有 一 大 类 算 子 
五 OWA H-H. BRL, REA, 正 是 引 理 1.2 的 关系 
(iv), 算 子 名 名 依赖 于 下 的 颇 为 任意 的 子 空间 ， 假 定 H: (ii) 相 应 
TLA- Dht, BE WG) 是 引 理 1.2 HRR 4). BR As 
为 所 作 的 特殊 名 6 与 所 考虑 的 有 界 有 逆 所 自动 满足 ， 如 果 荆 N 
如 上 所 述 , XK, 多, 名 存 在 ， 使 满足 H-H, 则 不 一 定 能 用 引 理 
1.2 的 必 法 求 得 名 6， 事实 上 ， 屠 种 作法 假设 了 工 有 一 个 有 界 右 
E, A), VORMER. KEA H -Hs 推出 这 些 性 质 . 
当然 , 在 应 用 中 , 引 理 1. 2 Bk P,Q my Bee. 

引 理 2. 1， 如 果 满 足 假定 H-H, 则 方程 Fx=9 EA) N 
O(N) 有 一 个 解 , 当 且 仅 当 

(e) a= Ae Bert KUO) No, 
Œ) OFa=0. 

证 明 关系 式 Fe 0 RRAGPe-0, U—-O)Fe=0, yt, 

U-QLe=U-@)Na SR HG) BORE 
KU-@)Ne=KU +O Le= (1—P)s. 

于 是 waAz， KZ, BE. 1), :如 果 z 二 A#， 则 (1 一 B)x= 
KU-@Q)Na. ME Hs 意味 着 ce EDL) NDA, ii Heil) E 
味 着 


(2,1) 


LU—P)n= EK U-@)Na= (一 区 Ne 
但 是 ， 这 个 事实 与 H ORB O)Pe—0. ee GFx 一 0， 引 
理 证 毕 . ` 
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IX. 3， 更 替 问 题 
除 对 上 节 中 的 算 子 志和 ,五 N 作出 假定 H — Hs, RITHE 
RAN) =X t 
He FETE Bu dA EREE alo), 0<p<oo, 使 
得 对 iz11, inl<p 有 
IKU) No— KIDNe <a) ltal, 
| 下 (一 全 Ne <aCp) lz | +u 
UF EIEN BR c,d, cd, & 
(a) Vc) = {wEXz:|2|<e}. 
©) FG, c,d) = {eEX: Px =%, ZEV (c), |x| <d} 
RRERV(C) HP SA 
定理 3.1. BBD N)=X,V (e), PŒ, c,d), e<d th (3.1) 
EN, RERE H-H RR PE <1, a(@d<d—o—p. Hl 
存在 唯一 SEMA C: V{e)>X, GES (E, 0, 4)， 使 得 Gz 满足 
方程 ` 


(3.1) 


asasi pet KUNE. | (8.3 
如 果 在 VC) 内 有 一 个 名 使 得 
Orez=0, - (3.3) 


则 Faz=0. 反之 如 果 有 一 个 = 使 得 Fx=0, Jel <d, |Pel<e, 
W z= GEr, 而 = Px 是 (3. 3) 的 一 个 解 . 

证 明 对 于 任意 的 3EV(0) 与 xEX, FHE, B= 84+ KI-D x 
Na. UTHER CES (%, c,d), BH(z, 3 =3, 

IH (@, %) | <e+a(d) |ai+y<e+a@)d+p<d, 
而 且 
| H (2, 2) — H (ez, 为 | Sa (d) |a eh. 

bk, H, BP, c,d) >F (E, e, d) EAER RLE F (% e, d) 
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AAR GE BR, BAGS, MT E=Ps, G 满足 
(3.2). 如 果 主 满足 (3.3), 引 理 2.1 意味 着 PGE=O. 

反之 , 如果 = 是 Fe=0 HH, B= Pa, |z|<q, ii 入 ce， 则 引 理 
2. 1 意味 着 z 一 Az 与 GPx=0， 但 在 引 理 2. 1 第 一 部 分 的 证 明 中 
HAT AAR- RIA Persz Hie, Fea 0 的 解 < 必定 满足 
=0%,z 一 Bx， 由 干 + 还 需 满足 OFe=0, Hinz WB. 3). 这 
就 证 明了 定理 . 

在 定理 3. 1 的 意义 下 ,在 PF(c) 中 求 (3,3) 的 解 等 价 于 求 方 
PECL. 1) 的 满足 lzj <d, (Pr <e 的 解 ， 因 此 , 我 们 把 方程 (3.3) 作 
为 方程 (1. 1 的 一 个 更 赫 问 题 ， 


TX. 4， 周 期 解 的 更 替 问 题 
在 这 一 节 里 ， 我 们 联系 常 微分 方程 周期 解 的 存在 性 来 讨论 更 
替 阿 题 的 某 些 构成 细节 与 较 详尽 的 意义 . 
假设 91( 一 oo, ce) XO" +0" ESE, g(t, u) 对 ww 局 部 地 满足 
Lipschitz 条 件 ， 对 于 所 有 t 埠 (一 o0, oo),，wEC" 有 g, u) =g (E+ 
27, 共 ,问题 在 于 确定 方程 
' =g, u) (4.1) 
WERA 27 的 解 。 让 我 们 用 前 面 的 记号 来 复述 这 个 问题 . 
设 了 是 一 个 Banach 空间 ， 其 元 素 是 把 [0, 20] BRA C 的 连 
续 函 数 ， 具 有 一 致 范 数 ， 又 设 B: 纪 (B)CY>Y ERRAT, € 
SUR DB) = {4EY 9EY}, WF yeM(B), A By(t)=H(4), O< 
t<2n. GR 用 :了 ->Y ART, WF 9EY, (iy) (4) =g, 9(2)), 
OS S2a; FY oO" 是 有 界线 性 算 子 ， HF yEY, Da) =y) 
一 多 2r)， 这 样 ， 求 (4.1) 的 一 个 周期 为 2 的 解 等 价 于 解 边 值 
问题 ， 
By=My, [y=0, ySY. (4. 2} 
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WOR X=), ML, NBM EX ERRARE THE 
题 (4. 2) 等 价 于 求 方程 


Le=Ne, #€X (4.3) 
的 解 . 
tP: XX RNAS, 其 定义 为 
Pant” adt)dt; (4.4) 


即 Pr 是 了 中 周期 为 2 的 函数 的 平均 值 ， 按 此 记号 , CL) =X, 
二 {X AMAR BR AL) =/-» 二 {所 有 办 期 为 2x, 平均 值 
HEV, ALM 1 节 中 的 算 子 @ 就 是 尸 如 果 zEXi-rs， 则 
WE Le()=a(t)=20) 在 XX 内 有 解 ， 并 且 只 有 一 个 连续 依赖 
于 4 上 且 平 均值 等 于 零 的 解 ， 如 果 用 下 zs 记 此 解 ， 则 下 :1-p 闻 
站 1-p 了 PK 二 0, 而 下 是 工 的 一 个 有 界 有 他 算 子 。 
并 中 任意 有 Fourier 级 数 
anlage, a -去 人 eo( tadt. (4.5) 
tx Jo 


jane 


MTE RAE m>0, & Sa X >X 的 定义 为 
S,2= D> ae. 


O< {hig 
容易 验证 Sn 是 一 个 射影 算 子 ,而 从 引 理 L. 2 推 知 其 中 的 多。 二 P+ 
Bo 人 = 已， 方程 (4.3) 于 是 等 价 于 方程 组 
(a) a=P,at+ K(I—-P,)ay i 
O)  P,,(La—N2z) =0. 
对 于 每 个 整数 m>>0 此 事实 成 立 . 
A Ba K 的 定义 与 (4. 5) 中 z 的 形式 知 
K(U—P,)a(t)= So Fee. 


Weta 


(4. 6) 
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回忆 Parseval Rat" eDit ST lal? 则 于 
1 1 
= ez weza} 
lkm LE LR 1k >a 
Soa 
e(f mera 


<H BY lel 


Ikom 


Ey Cm) Jal. 


推 知 KU —P,,)x(4) 8) Fourier 级 数 绝对 收 敏 , 对 所 有 CCX A 
IKU- Pny m) lel. 


WHER, FARR Dk co, ik m> pt y Ga) 20. 
k 


AT RE gu) tiu RARE Lipschitz 条 件 ， 故 存在 一 
个 常数 vo 5— PER MAEM B( 9), 0<p<oo, EENE) 
=g 202) SF AR lal so, |e] <0 满足 
| Ma, —Naz| SAP) |t at, 
(Wel SE) [al +r. 
由 此 推 知 , 对 于 和 枉 意 常数 4>0 SER m, 以 及 对 所 有 |zi| <d 
Sle. |<d 有 
1K (EPa) (Na, — Nap) | Sp (m) BE) 2 一 zz|， 
|KC—P,)Nay| Sp (m) BO) jar} +p (ma). 
假设 0 生 e< 是 任意 常数 ,而 mm 被 选 得 如 此 大 , 以致 
PEDI, ym pAdty (m)v<d—e. 
于 是 由 (3. DELHRTA LG. DADRA SG, 6. DAA a 
压缩 映射 。 这 意味 着 方程 . 
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a= + KU—B,)Ne (4.7) 
WE EEEX 2 |e] <0} AM GR. 于 是 4.1) 的 一 个 更 替 问 
题 是 方程 
B,(L-N)G#=0. (4. 8) 
总 之 , 由 此 更 替 问 题 的 存在 可 得 下 述 结论 如果 (4.I) 有 周期 
为 2r HORR u, MAB v4) = a1) — 9 (4, u(t) AY BT A Fourier R 
数 必然 等 于 零 . 令 
UCE) =U lE) HURC, 
ünl i) 一 Daet, 


Ikiam 


(= E ae, 
O hn 

从 上 面 的 议论 椎 知 ,总 存在 一 个 整数 m, (ERROR = un 并 
HiH REO = ut (um), E oC) 9 Fourier RB AW A | k| <a 
的 调和 项 e* (这 是 (4.:7) 的 解 的 意义 )， 于 是 ,更替 问 题 涉 及 确定 
talt), 使 得 OC EAT PY Fourier RRT E, 

关于 用 这 种 方法 确定 (4. 1) 的 周期 解 ， 进 留 下 两 个 严重 的 问 
题 ， 首先 ,不 能 事先 确定 有 限 维 问 题 的 规模 ,除非 很 仔细 地 估计 算 
FKU-P,) GR. WOM 有 限 维 问题 (4:8) 牵涉 到 一 个 函数 
忆 , 它 只 是 以 隐 式 给 出 的 ， 而 试图 断 吉 洋 际 存 在 一 个 名 是 械 端 困 
EH. 

事实 上 , 不 能 指望 直接 解 (4. 7)， 而 要 用 革 些 近似 方法 ， 证 我 
们 写 G2—2+9, 0H y UP, p, h g= KO -PNG 给 
出 .不 可 能 确定 多 BEIRA ea EDA T G 的 存在 性 ， 则 
ATHERE so, 已 经 得 到 了 了 的 一 个 先 验 估计 式 为 

人 PIRS - ' (4.9) 

如 果 能 说 明 方程 
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P,(L-N) @+9)=0 (410) 
对 于 每 个 给 定 的 有 界 (4. 9) 的 六 有 一 个 解 亏 MAEHE (4. 8) 
将 确实 有 一 个 解 。 为 了 说 明 这 一 性 质 , 首先 自然 要 查看 令 7=0 所 
得 到 的 近似 方程 ; 即 
P,(L—-N)E=0. (4, i11) 
方程 (4.11) 是 Le=Ne 的 第 坟 次 Galerkin 近似 ， 确 定 4. 1) 的 
显 式 解 与 说 明 (4. 10) 对 每 个 满足 (4.9) 的 了 有 一 个 解 ,其 方法 与 此 
书 内 容 差 队 其 大 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 关于 这 种 方 洁 的 实际 应 
用 的 文献 . 


1X.5. Perron-T.ettenmeyer 定理 
ETM, BATRA AS 1 与 第 3 节 的 方法 来 证 明 
Perron-Lettenmeyer 定理 , 这 个 定理 是 关于 形 如 
ties = Nt) sR j=1,2, 8 6.1) 
的 线性 微分 方程 组 的 解析 解 的 个 数 ， 此 地 = Cy, t), N= 
Nir Nad, Nit) Slt <d(8>0) 是 解析 的 ， 每 个 cj 是 非 
负 的 。 


定理 5.1。 w p-n- Doo, MED 至 少 有 4 个 当 
gal 


[él <6 解析 的 线性 无 关 解 ， 
TR ” 设 乡 是 所 有 |#|<6 时 解析 的 纯 基 函数 的 集合 ， 如 果 $ 


EB, 则 BC) = SBP RAT] = Diba". BE 
=o =D 
个 Banach 空间 , ARI EZ LAE, HAE ERE eee o, 
Rl: AoA 是 线性 算 子 ,定义 为 
LDC) = trdb( 4) / db. (5. 2) 
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显然 
F(t) = {F PRB, 
KRU) ={cEBice=b, bED}. 
MRED LELB EMF pg. 为 


ont 
ph=by, b= > lint”, (8. 3) 
m=) 


Mp 1-2 WRC), AU) 的 射影 。 7, 的 在 RU) 上 
Hpk, =0 MBL, 由 


Zb, 
Ae E OLEO = Sot 65. 
Dati 


et, agb i Abl, MERT 连续 ， 
RX EHS 2 BX AMR Hy Banach BA, XF a=, 
sey By)’, BEB alelz=max ile, 由 于 不 会 引起 混淆 , 我 们 把 


1sjz 写作 lz|. BE On, +, on 是 《5.1) 中 的 非 负 整 数 , 令 = Core, 
Grn), 定义 算 子 工 ,P,Q., Ka N 为 
Lot = (tomy bapta)", 
Pe= (grt, >, pa)’, 
Qaa = (ge Got) (5. 5) 
Kalk, 21,0 kata)’ 
Na={N æ, Na)", 
这 里 1,; 由 ODER, pig. 由 (5.3)， b 由 (5. EM, Naw ie 
《5.1) 中 , 而 右上 角 的 小 搬 表 示 转 置 . 方程 (5. 1) 现 在 可 以 写作 
Lw=Nz, «EX, (5. 6) 
WRR 1. 1, 它 等 价 于 线性 方程 组 
z=PrtK.(I~Q.) Ns, (6.7) 
@,.Nx=0, mER. 


° 3586 


如 果 线 性 算 子 KC -Q)N 是 一 个 压缩 算 子 , 则 可 GE 
个 # 维 常 向 量 ro 确定 方 程 z 二 zo 十 及 (I 一 98.)Nz 的 唯一 解 达 一 
a* (20), Px" 二 #0， 于 是 方程 组 (5: 7) 将 有 一 个 解 , 当 且 仅 当 xo 满足 
方程 8,Nze*(z0) ~0， 显 然 这 个 sr (zo) 对 zo 是 线性 的 ， 于 是 ,: 将 


An PRAM (ee 的 分 县 ) 的 全 oj 个 齐 次 线性 方程 ,国之 (5.7) 
j=l 


将 有 -Ès 个 解 ， 这 就 赔 明了 定理 陈 术 的 4 可 能 出 现 ， hak 


BF K.U-QON 可 能 不 是 压缩 。 另 一 方面 ， 有 一 个 自然 的 利用 
引 理 1. 2 HARTA, 

对 于 任意 给 定 的 非 负 整 数 7, &P=P,,. 为 了 上 的 射影 算 子 ， 
它 把 节 中 “的 餐 个 分 量 遇 为 由 其 才 级 数 展开 式 前 7 十 1 项 组 成 的 
7 次 多 项 式 : 容易 看 出 , 引 理 1.2 ORF OBO rtoH (rt 
Fics Tt Os), FA BSB 1, 3 推 知 (5. 6) 等 价 于 方程 组 

=P, nst KU Qr) Ne, 

Qr40(E,~- Na =0. 
HE, AK, 的 定义 直接 推 知 有 一 个 不 依赖 于 7 的 B>0， 使 得 对 
于 所 有 2EX3，|KRAI 一 QONz| 忆 Blzl1《r 十 1)， 轩 此 当 ? 充 分 
AM, RF KUQ N BER. 最后， 了 到 定 一 个 分 重 是 ? 次 多 
项 式 的 4 维 向 量 SC), TAME =f +E EQ) Ne 的 唯一 
atat (f), GH f 是 线性 的 并 且 连 续 . 因此 , 方程 (5.8) AR, 
HARS SRE Qu (ZL 一 入 yw*(f) =0， 这 是 于 的 多 项 式 的 (7 


+) 个 系数 的 r+ 个 齐 次 线性 方程 , CAA 一 # 一 =e 


AR. RENT ER, 
如 果 (5.1) PHA 0; =1, 称 方程 在 上 0 有 一 个 正则 奇 各; € 
这 种 情况 下 , 上 述 定理 没 说 明 任 何 东 西 . 


(5. 8) 
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1X. 6. 对 进一步 学 习 的 说 明 与 建议 

MF PHP, =E, (AN TGA Aber Lipschitz 常数 
的 情形 , 定理 3. 1 在 许多 文献 中 或 隐 或 显 地 出 现 过 ; 特 列 地 ， 可 以 
参阅 Cesarif5, 6}, Cronin[1], Bortle[13; Graves[1], Nirenberg 

` [1], Vainberg 与 Tregonin[1], Antosiewicz[1], Ai, Cesari 

(5, 6] 注 人 了 一 种 重要 的 新 思想 , 他 观察 到 对 某 类 方程 (1.1), 甚至 
当 非 线性 六 不 小 的 时 候 ， 也 总 可 以 伴随 以 有 限 维 更 替 问 题 . 在 第 
1 节 中 给 出 的 P, 名 作法 是 由 Bancroft, Hale 与 Sweet[1] 提 出 ， 
并 且 是 Cesari[6] MARM, 3 2 SE Os fh Se iE ik ti Locker 
[1] 沿 着 第 4 节 的 线索 独立 地 发 现 过 . 

"Cesari "mg 4 节 的 方法 在 [5j 中 得 到 了 

4 +e = sint 
DAME 2r 的 解 的 存在 性 与 界 ， 用 到 第 二 Galerkin $ W e= 
a sin z 十 asia 3i; 在 [6] 中 用 第 一 Galerkin 近似 证 明了 边界 值 
问题 i 
E+a+ae= ft, Si, 
2(0)=0, e1)+a(1)=0 62, 

有 一 个 解 .…Borges[1} 应 用 同一 过 程 ， 得 到 了 非 线性 ( 周 基 的 或 自 
治 的 ) 二 稚 币 分 方程 周期 解 的 存在 性 与 界 ;其 中 只 用 了 第 一 Galer- 
kin 程序 . Knobloch (1, 2] 还 用 此 法 研究 二 阶 方 程 周期 解 鸭 存在 
性 . Urabe[2] 的 文 党 对 多 点 边 值 问题 讨论 了 相似 的 程序 ，WW 这 - 
iams[13 发 现 子 第 4 415 Leray-Schauder EZEBE 
有 限 维 的 时 候 的 有 趣 联系 . 、 

AN RG kt KU ON 是 基本 空间 的 某 个 子 集 上 的 
一 个 压缩 算 子 的 时 候 , 定理 3. 1 可 应 用 到 观 曲 型 偏 微 分 方程 请 见 
Cesari[7], Hale[9), Rabinowitz[1], Hall[1], Cesari(siaxr 
HABER FEE TER. Pe TR, WE 
+3406 


Perell6[1, 2], 对 干 积分 方程 的 应 用 , 请 看 Vainberg 与 Tregonin 
£1]. 

第 5 节 中 证 明 Perron-Lettenyneyer 定理 的 想法 是 Sibuya 
写 信 告 诉 作者 的 . 这 个 想法 在 Harris, Sibuya 与 Weinberg[1] 中 
得 到 加 强 ，McGarvey [1] 这 篇 文章 与 本 章 的 方法 不 是 没有 关系 
的 , 其 中 讨论 了 周期 系数 线性 方程 的 渐 近 解 . 


-se 


XxX Liapunov 直接 法 


在 前 面 各 章 中 ， 我 们 反复 断言 过 微分 方程 的 某 些 解 或 解 的 集 
合 的 稳定 性 、 在 大 多 数 情况 下 ， 这 些 结 某 的 证 明基 于 应 用 常数 变 
LEX AZ, 分 析 就 限制 在 所 讨论 的 解 与 集 含 的 小 领域 内 ，Lia- 
punov 在 他 的 著名 的 论文 中 对 于 决定 微分 方程 的 平衡 点 的 稳定 性 
或 不 稳定 性 ,给 出 了 某 些 非常 简单 的 几何 定理 (一 般 叫 作 Liapunov 
ERE) CHEERED, 它 的 威力 与 效能 在 于 通过 
研究 微分 方程 本 身 而 不 需要 求 微分 方程 的 解 就 能 作出 决定 。 Lia- 
punoy 的 这 些 基 本 想法 在 许多 专门 研究 这 个 题材 的 参考 书 中 得 到 
了 广泛 的 发 挥 ， 本章 的 目的 是 介绍 这 个 领域 的 若干 基本 想法 与 
问题 . 


工 1， 自 治 系统 稳定 与 不 稳定 的 充分 条 件 

OCR 是 R" 内 的 开 集 ,， OER. WR EN 的 纯 量 函数 
VEJEN LERH HEH EN 有 V>, WOE EFEZ. 
如 果 纯 量 函数 F(z) 在 Q@ 上 半 正 定 , F(0) =0, s0 tr Ve), W 
F (mw 在 全 上 正定 ， 如果 一 下 (wm) 在 只 上 半 正 定 ( 正 定 )， 则 纯 量 函 
RV @) EL bie ME). 

BBV, 22.) =e) tele R EEE, Ve, t) =a tell 
在 围绕 & 轴 的 充分 小 的 带 上 正定 ， Va, 22) =a] ta] (1+ af) Ze 
瑟 上 正定 。 在 每 种 情况 下 ， 存 在 co >0 使 得 对 于 每 个 非 负 常数 
OSC, (er, 22) V (a, oo 一 个 是 一 条 闲 曲线 , 在 (zw, a2) = (0, 0) 附 
T, 这 些 函 数 的 每 一 个 有 描 给 在 图 1. 1 中 的 那 种 定性 性 质 ， 在 于" 
h, 任意 正定 钞 数 也 有 某 些 相同 的 定性 性 质 , 但 是 对 于 六 的 水 平 线 
.3 各 


wT 


Vizit) =c; Yiz) es 
Vianta) =c, Via, xz) 一 全 
ae ” 


x 
图 bur 


作 将 确 描述 的 问题, 至 今 还 没有 和 解决， 然而, 下 述 引 理 成 立 ， 
引 理 1 41， 如 果 了 是 如 上 的 正定 函数 , 则 存在 ==0 HBR U 
和 常数 co>0, 使 得 只 要 <e cn MEAR U 的 任何 过 续 曲线 
必定 与 集合 {z:F(a) 一 0} 相 交 . 
证 明 设 如 是 0 的 有 界 开 邻 域 , 0 在 内 ,可 CQ。 如 果 
P= mip V@s 
则 ! 二 4 由 于 FY(0)=0, HFW AAOS, LV BE 
RAB Hela F(z) 沿 着 任何 从 0 到 aU Cy Ese RM O45 l 
之 间 的 所 有 德 ，、 Co 
， 引 理 1.2. MR Vie) =V) +W), i E lejo 时 
Wee) =o(lz1?, 并且 是 连续 函数 ,而 Vs 是 正定 的 2 次 齐 次 多 项 
Ro M F(e) 在 = 一 0 的 邻 域内 是 正定 的 . 
证 明 aR min Ve) =k, MTO. 因此 对 z 地 0 有 
Ve) = tal V(r/ [el Sklep. 
NFER e>0, 有 We) >0 Re] <d(e) W C) cela 各 
R e=k/2, WAR 0< |z| <0(4/2) 
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VDP- [Wad I>) lal =(F) ia 


ORE T SLR. 

引 理 1.3， BEV Ce) 是 了 次 齐 次 多 项 式 ， 如 果 卫 是 奇数 ， 
WV, 不 可 能 是 定 号 函数 ， 

证 明 如 果 z= +, 2.) A 2140, Sea. WV, (2) 一 
aV (a), SFE V Pet) 二 0( 比 方 说 是 正 的 ) Oo 的 给 定 值 ， 函 数 
TOSA IS, WR p ERR RRR VC) E r= 的 每 个 
SRB Lie we HE, 

确定 任意 了 次 齐 次 多 项 式 的 正定 性 的 一 盘 判 别 法 尚未 知道 ， 
但 是 对 于 p= 2, 我 们 有 

引 理 .1.4 (Sylvester). Z x # x'Ar= Epea =A) 

os je 
是 正定 的 , MARY 
det(a,;, $, J=1,2,, °°, 8) 0, 8=1,2, =+, Re 
可 以 在 Belliman[2] 中 找到 这 个 引 理 的 证 明 , 

考虑 微分 方程 

i =f wy 
这 里 了 :JP" oR" EB ALR ACER AE, CLR IESE 
音 点 (1.1) 存 在 解 , 解 是 唯一 的 并 且 连 续 地 依赖 于 初始 数据 . 

EER 的 开 集 怠 上 定义 的 任意 纯 量 函 数 了 ， 假定 它 连 同 
SV (an 都 是 连续 的 , 我 们 定义 P= Pan 


Va) = 2 fa). (1.2) 
和 如果 =( 昌 是 (1.D 的 解 , 则 AV ad= Ea ADV HV 沿 
着 (4.1 的 解 的 导数 .请 注意 ,六 可 以 直接 从 (x) 来 计算 , 因此 不 


涉及 积分 。 
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= 


对 于 在 RY .的 开 集 全 上 定义 的 纯 量 函数 5, 如 果 六 的 定义 是 
VC = Tm FIV Goth. D) V3 


RER HEA. DHE A= 0 Ree EAR, WV AQ LK 
仅 连 续 时 ， 下 面 的 定理 依 月 正 确 ， 如 果 了 是 局 部 Lipschitz 连续 
的 , 则 可 以 证 明 广 的 上 述 定义 等 价 子 


(Hr + AF) rD] 


在 应 用 中 有 时 要 考虑 并 非 在 所 有 点 z 都 有 过 续 的 一 阶 偏 导数 的 函 
RVG), ADH, 子 数 (xz) 通 常 是 逐 段 光滑 的 , 其 导数 的 不 连 
续集 在 基本 空间 RY PM eh Lb. 

由 于 下 面 各 条 定理 的 证 明 用 不 上 VV 的 可 微 性 ， 定 理 的 叙述 也 
不 用 这 个 假设 ， 然 而 在 应 用 的 大 多 数 场合 , 广 将 由 (1. 2) 给 出 ， ， 

定理 1.1， 如 果 在 中 上 有 连续 的 正定 函数 PKz)， 六 <0， 则 
Q DR a =0 是 稳定 的 。 此 外 ， 如 果 在 人 上 ý 是 负 定 的 ， 则 解 
z=0 是 渐 近 稳定 的 ; 

证 明 it BOER 内 中 心 在 原点 半径 等 于 的 球 FE 
7>0 ER BCA. WE Oaer, #k=minV(a), e> 概 
设 0<6<e 使 得 当 |z|<6 时 V(x)<k， 由 于 V40) =0 E V 连续， 
这 样 的 6 总 是 存在 的 ， 如 果 ae EBON, Mate <0 eRe 
t0 BE V(t) <V (ay), (1. DAR (0) =a AOE (1) 24 EO 
HEBA. KEAT r= 的 稳定 性 . ` te 

由 于 z=0 Be, HEE bo 0, H>0, ERRE rl <b t] F 
Em ME o( 8) FECT BAL IHE. ih HF ER em 0, 存 
在 3(e)>>0， 使 得 |zo1 二 6(e) 时 对 tO 有 raae 为 了 证 明 
产 近 稳定 性 ， 必 须 说 明 存 在 T>0， 使 得 |zo] <bo BY Ht >r 有 
le) |<6(e), BEF Zo, Tol <b, (A t0 Bh lez)! Ce). 如 
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R p>0 EB be) <e<H, t0 Bt eaS y Ml 

VEH <V (ao) = yt. 
RASO, k PWE LEH Bt OLEV ESk, RT=(k— 
Olr- HFST, VEON. FÈ, 必定 存在 tbo O<HKT, 
使 得 1z(to) LAE). BEERE G) | <e, 特别 当 > 
PALA SRR, EREHE, 

定理 1.2. 假设 ==0 是 (1.1) 的 一 个 平衡 点 , 包含 在 开 集 可 
的 闲 包 内 ， 叉 设 人 是 +=0 HAR, BV BO | hat E i, 
wR: 

Ci) BUN QVOLV 5 Ý BER, 

Gi) EU AR EEF O RED E V=0. 

则 (1. 1) 的 解 z=0 是 不 稳定 的 ， 比 较 明确 地 说 , 如 果 O 是 z=0 
ERM EO CO 的 有 界 邻 域 , 则 初始 值 在 (UV @wNt0; 的 任意 
解 在 有 限时 间 内 离开 Qs, 

证 明 设 ?>0 使 得 记 (7)CCD， 对 于 任意 0<s<r,， H x0 
EUBA, FE Veo) >0, HF LE O12 h PO, Heda. 1) 
的 满足 x(0) =r ORR ISO RHR V(t) SV (x) >0. mR 
a=min(P(2)i2 BUN KME VSV), A a>, mN 
TAR eC OIE UNO KAHRA tO 


Vas) =V Cto) EZIO] +at, 


如果 O 是 z=0 RAEAN ER AR BR, HF VC) 在 
UND, LAK, LBRERRKE x( NUBIA 394， 定 理 证 毕 ， 

定理 1.1 与 1.2 指 出 了 不 用 明显 地 解 方程 而 确定 自治 方程 的 
平衡 点 稳定 或 不 稳定 的 方法 “” 另 一 方面 ， 没 有 作 销 数 V 的 一 般 方 
法 ,研究 者 必须 最 充分 地 利用 独创 性 ， 对 二 线性 系统 (1.1)， 下 述 
引 理 有 用 。 在 这 个 引 理 中 , Re A(4) 记 集 降 4 的 特征 德 的 实 部 . 
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S115. Mitai nxn SoM, BEDE 
A'B+BA=-—C (1.3) 
对 于 每 个 正定 矩阵 C AT TEE B, 4 IKE Re ACA) <0." 
证 明 考虑 线性 微分 方程 


i= Ae (1.4) 
与 纯 县 函数 F(x) 一 x'Bw, 这 里 至 是 对 称 矩 阵 . 
` Vanta) =s [A B+ BA}. (1.5) 


如 果 存 在 正定 矩阵 BRR (1. 3); 而 C 是 正定 的 , 则 定理 1.1 . 
意味 着 (1. 4) 的 所 有 解 当 t=> oo 时 趋 于 零 . 自然 , 这 意味 着 Reda) 
<0. ` 

反之 ,如果 Re A(A)<0 而 C 是 正定 矩阵 ,定义 


B= f er‘Cerdt. (1.6) 


由 于 存在 正 的 常数 K a, 使 得 COM let Ke, BE BS 
意义 明确 的 ， 此 外 , BEREE., X 


4B4+B4 一 人 部 (eet) dt = —C. 
o 


这 就 证 明了 引 理 . 

从 引 理 1.5 的 证 明 ,显然 我 们 已 经 对 线性 系统 (1. 4) 证 明了 下 
述 渐 近 稳定 性 的 逆 定 理 . 

引 理 1. 6， 如 果 系 统 (1. 4) 是 淅 近 稳 定 的 , 则 存在 这 样 的 正定 
二 次 型 , CRA O 4) 的 解 的 导数 是 负 定 的 

现在 , 让 我 们 把 引 理 1, 5 用 到 方程 

b= Ag+ f(x), (1.7) 

AE f ER 内 有 连续 的 一 阶 导数 , 了 (0) =0, af) /ae=0. 

如 果 Re ACA)<0, 则 引 理 1. 5 意味 着 有 正定 矩阵 B, ERAB 
+BA=-I. &V(e)=2'Be, WV Vo EH 
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Va —a'x+ 22° Bfe). 

BE 1.2 意味 荐 一 广 在 z=0 的 邻 域内 正定， 而 定理 1.1 意味 着 
(17) 的 解 zx=0 是 浙 近 稳定 的 . :这 与 第 攻 章 中 用 常数 变易 公式 得 
到 的 结果 相同 . 

如 果 Re AA) #0 且 有 车 干 特征 值 实 部 是 正 的 ， 则 不 损 一 般 
性 ,我 们 可 以 假定 4=diag(4-,4,), 这 里 Re A(A_)<0, Red(A,) 
之 0,， 令 BB 为 村 Bi 十 Bi4- 一 一 了 HEER, B, 为 (一 44) B+ 
B(A) = 一 了 的 正定 解 , 引 理 1. 5 保证 了 这 些 解 的 存在 性 , 如果 
z=(u,0), Bue 分 别 与 Bo Bs 维 数 相同 ， 令 V(x)= 一 Bu 
+0 By. Mirlo Bt Punla) =2'atol |x |?), BI 1. 2 OR 
着 在 x=0 BRE 六 xz) 是 正定 的 ， 另 一 方面 ，7 在 其 上 正定 的 
区 域 口 显然 满足 定理 1 2 的 条 件 ， 于 是 ， 如 果 4 有 特征 值 是 正 实 
部 的 , 则 (1. 7) 的 解 z=0 是 不 稳定 的 ， 这 个 结果 在 第 页 章 中 也 用 
常数 变易 公式 得 到 过 . 

上 述 结果 容易 推广 ， 为 了 简化 表达 法 ， 我 们 说 纯 量 函数 了 是 
R 内 的 开 集 G 上 的 Liapunoy Bk, MEV EG HAR Ë bis 
续 , WF GAA 2, Pa) = [V (we) Jae] fla) <0. & 

S= {a€G: V(x) =0}, 

NEME. 1) 在 内 的 最 大 不 变 集 . 

定理 1.3， 如果 了 是 G 上 的 Liapuno 函数 ， 而 ?+(zo) 是 
(1.1) 的 落 在 9 内 的 有 界 轨道 , 则 ?+ 的 w 极 限 集 属于 M; > 
cont x(t, my), 

TA 由 于 ?+(zo) 是 有 界 的 , 4 ON 了 (ze(tzo)) 有 下 界 ， 
而 Flz(bzo))<0 意 味 着 7(z( 纪 so)) 是 非 载 的， 因此 当 >ot 
Vialt, a) FBR ¢, MV 的 连续 性 意味 着 对 于 o ARE 
意 # 有 V(9) =e. HF oy ARB, 对 于 所 有 与 o(y*) 中 
Be AVG) =e Moy MES. 这 就 证 明了 定理 . 
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推论 1.1。 MEV 是 人 = WER Ve) <0} bh Liapuriov 
BM, LOGRAR, NY #> oo 时 (1. 1) 的 初始 值 在 全 内 的 每 个 
解 趋 于 MM， 

推论 1. 2 WB |x] > cont V), tE R EPO, Wa. 
了 D 的 每 个 解 有 界 ， 并 趋 于 (1. 1) 的 在 户 = 0 的 集合 内 的 最 大 不 变 集 

证 明 ”对 于 任意 常数 p， ERRERA G= {x:V(w) 二 p} 上 
的 Liapunov 函数 ， 并 且 对 于 R 内 的 任意 no, 存在 p 使 得 如 属 
FG. 于 是 由 推论 1. 1 ABER, 

请 注意 在 AO LV <0 意味 着 对 = {0}, 从 定理 1.3 可 得 定 
理 1. 1 中 的 浙 近 稳 定性 结论 . 

定理 1. 4， 假设 z=0 是 (1.1) 的 包含 在 开 集 局 的 闭 包 内 的 
ERA, 令 分 为 z=0 的 一 个 贸 域 ， 假 设 

Ci) VEAE=UNOQ 上 的 Liapunov HH, 

Gi) HNGRASRRESA, 

GID 当 #0 时 在 人 上 Ve) <a, 

Gv) 7OO)=n, X x Æ G 的 边界 在 Q 内 的 那 部 分 上 时 ， 
Viz) =n. 
则 z=0 不 稳定 。 比 较 明确 地 说 , 如 果 9 BRAHAM, Qo 
包含 在 中 内 ， 则 初始 值 在 《Zn Qo)\M0} 的 任意 解 在 有 限时 间 离 
FQ O 

证 明 ing ay 在 (CC 站 9o)M0} 内 , 则 (wo) 一 外 并且, V<0 
意味 着 对 所 有 f2>0 E VECES Ean, WR zzo) 不 
离开 Qo, 则 w(y*(xo)) 不 是 空 集 ， 而 且 在 D 内， 如 同 前 面 所 证 
WM, oly @))CM. 由 于 @(y+(zo)) 不 是 空 集 这 意味 着 
oly @))=10, FARE F(e) =n 的 集合 ， 这 与 V(x(i,z0)) 
<V (a) <q 的 事实 矛盾 ,于 是 证 明了 定理 


例 1.1 .考虑 van der Pol FH ` 
d+ e(~1)é-+ae=0, © (8) 


和 与 它 等 价 的 Lienard 形 方程 组 
j=y—e( we), 
i (5 ) (1.9) 
j= =r. 


在 第 卫 章 中 , 证 明了 对 于 每 个 >00 这 个 方程 有 唯一 渐 近 稳定 极限 
环 ， 极 难 找到 这 个 极 据 环 在 Cy) 平面 内 的 确切 位 置 ， 但 是 上 面 
的 理论 使 我 们 能 在 (0, 0) 附 近 确 定 一 个 区 域 , 极限 环 不 可 能 落 在 其 
中 .这 个 区 域 可 以 通过 在 (1. 8) 中 令 一 上 代替 :确定 解 z=0 的 稳 
定性 区 域 而 求 得 ， 这 与 取 。 一 0 有 相同 的 效果 ， 

因此 ,假设 2 二 0, FV @, AC. RE BV, y= 
G@+g)/2. M 


FD = ~e'(S—1), 


BF P<3 WV, HEER Ey): Vay) <3/2}. 
BACAR, 而 PF 是 G 上 的 Liapunov 函数 . HHH, .S= {(z,); 
P=0}=100, y):<3}, MAC. 9), 对 = 1{(0,0)}， 而 推论 1.1 
意味 着 从 圆 CHP <s 出 发 的 每 个 解 当 上 co 了 时 趋 于 零点 ， 最 
后 , 当 o> 0 时 , (1. 8) 的 极限 环 必 在 此 国外 部 ， 
例 1.2 考虑 方程 

E+S(2e-+h(a2} =0. (1.10) 
这 里 z 二 0 时 ehle) >0, £40 it fla) >0, HEY [2 |> oky Ha) = 
[hodo 方程 (1. 10) 等 价 于 系统 

=y, 

g= ke) fx)y. 
IV tw, 9) 是 这 个 系统 的 总 能 量 ; 即 V G, y) = 六 /2+ Hla). W Vee, 
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p= fa. HFER op, ARV AARARA G={G,2): 
F(s, y)<p} Ei) Liapunov 函数 .此 外 , V=0 的 集合 包含 在 2 $h 
Sy 轴 的 并 集 内 ， 根 据 (1. 11}， 这 意味 着 对 = {(0, 0)}， 而 推论 
1.2 意味 着 z=0 是 整体 浙 近 稳定 的 . 
习题 1.1. 利用 定理 1.1 与 1.2 证 明 引 理 V.1.2 与 V.1.4. 
31.2, 考虑 二 阶 系统 
é=y—af(@,y), 
y= —e—9f (e, y). 
当 了 有 国定 符号 时 , 讨论 这 个 系统 的 稳定 性 质 。 
J413 考 不 方程 
BLat+2be+3e2=0, a>0,b>0. 
确定 零 解 的 最 大 渐 近 稳定 区 域 ， 这 个 区 域 可 通过 用 系统 的 总 能 量 
作为 Liapunov 函数 求 得 , 
习题 1, 4。 考虑 系统 
=y, 
y=#~—ay, 
¿= —ex—Fy), p 
XE FO)=0, a>0, c>0, y#0 ft aF(y)/y>e, |g > 时 
hire —et/ols =>%. WR PQ) 一 by, 这 里 5>c/a， 验 证 线 


性 系统 特征 根 的 实 部 是 负 的 ， 证 明 , 甚至 当 了 了 是 非 线性 函 教 时 ， 原 
点 是 渐 近 稳定 的 . ` 

习题 1.5。 假设 存在 正定 矩阵 9, 使 得 对 于 所 有 “地 0， IQ 
十 QJ(w) 是 负 定 的 ， 这 里 的 Cz》 是 fla) K Jacobi 矩阵 ， 证 明 
= 了 (wn)(f(0) =6) 的 解 z=0 是 整体 渐 近 稳定 的 提示 : 证 明 


F=f J oneds 且 利用 之 . 


JELG 假定 有 定义 在 全 (ry) FAHRE V =p, 
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AMSAT ROWE = PV. BT RMOW BOM, 你 
能 得 到 什么 结论 : 如 果 不 能 , 麻烦 在 可 里 ? 

习题 1,7。 BRAG, NR-TERAR. 使 得 对 于 任意 常数 
e, 0<e<ico, hle, y) =o 所 定义 的 曲线 是 Jordan 曲线 ， 当 2 十 
P >o 时 有 (z, 扩 9， 对 于 (一 00, co) 内 所 有 的 值 , 讨论 方程 

d=erty -they), 
y= eg—a—yhla, y) 

的 解 在 相 平 面 内 的 性 态 . 

FALS Bene 

t=f(z) +g); 

这 里 对 所 用 有 f(z) 所 一 |x|?, k>, AFRA t AlE 
<M, 找 一 个 半径 充分 大 的 球 , 使 得 所 有 轨道 进入 它 ， 证 明 , 如果 
9 是 周期 为 的 函数 , 则 此 方程 有 周期 为 卫 的 解 ， 此 外 ,如 果 对 -所 
Baty, (p Ta- i, EARE BAT hy 
解 ， 提 示 : 利用 Brouwer 不 动 点 定理 ， 

JAL. 假设 g(t) BMA, RFK 其 它 与 习题 
1. 8 中 相同 ， 方 程 

z= fie) + g(t) 

是 否 有 至 周期 解 1 

Aw 1.10. ， 证 明 ， 如 果 《1.7) 的 4 有 一 个 村 和 什 是 正 突 部 
的 ， REALE SER, 《1.7) 的 零 解 是 不 稳定 的 ， 


2， 含有 陪 道 二 极 管 的 好 路 

在 这 一 节 里 , 我 们 举 一 例 子 ， 它 说 明 前 面 的 许多 概念 , 考虑 图 
2. 1 所 示 的 回路 ， 图 中 的 方 鳄 表示 一 个 隘 道 二 极 管 ， 它 的 特征 函 
数 是 f(o), 它 把 电流 表示 成 电压 降 v HT Ye. H Kirchoff 定律 扒 
知 电流 i 与 电压 。 之 间 的 关系 由 
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ar i=j) 


图 Le. 


tiie B—Ri~o ZG, 0), 
(2.1) 


082 = fv) -iE io) 
给 出 ,这 里 E, R, C, L RIED, 对 于 所 有 pw A ofo. 
引 理 2 1. WRA ASO, KA lel >A efek, A 
(2. 1) 的 每 个 解 有 界 ， 事 实 上 , 每 个 解 最 后 总 在 一 个 由 图 所 春 的 区 
RE. 
证 明 aR Wi, ve) = (LP +0) /2, MWR EC. DWRN 
导数 是 
w= -[ni(i-Z) +07} 
4 Wo=[L(E/RY+ CAV /2. 如 果 Wie) > Wo, MBAR E> 
E/R, Boj >A, MRS ER, MH <0, Wwe i | <E/R, 
{ol >A, W 
Wa - [ae 一 Bi+ 训 | -[æ-z(:-4)]< -RÈ <O. 
当 i=0, o| >4, BHA W <0. H, EER WO DWA 
W<0. bTRRW<p HERD EERE X lil, lolok} 
Wip), 推 知 (2. 1) 的 每 个 解 有 界 ， 这 就 证 明了 引 理 - 
手头 的 任务 是 找 (2. 1) 中 了 与 参数 的 条 件 以 保证 (2.1) 的 逢 个 
解 当 #> co 时 赵 于 一 个 平衡 点 ， 令 f (oe) =df(v)/de. 
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引 理 2. 2 如 果 满 足 引 理 2. 1 的 条 件 , MA o 有 Fo) > 
0, 则 (2. 1) 的 每 个 解 趋 于 (2. 1) 的 唯一 平衡 点 . 

证 明 BE MENA 有 了 (二 0，(2 1) 显 然 只 有 一 个 
平衡 点 ， 如 果 


a vt, (2.2) 


RE M= ni + 
MORR 1) 的 解 的 导数 是 
Q= (RL? + flO?) <0, (2.3) 
由 于 引 理 2. 1 意味 着 (2. 1) 的 所 有 解 有 界 , AERA = 0, 从 
定理 1. 3 推 知 引 理 2. 2 的 断言 是 正确 的 . 

LRA PRA LMA f 改变 符 导 ， 实 际 上 能 取 小 于 
~R RE UPR DAS PEA. Ri, WR 六 > 一 下 上 
{只 有 一 个 平衡 点 ), 则 如 果 不 对 了 加 另外 的 限制 , 就 可 能 出 现 一 个 
极限 环 ， 事 实 上 , 可 以 证 明 

定理 2. 1， 如 果 一 了 R, max(—f/CyrR/L, We EH 


值 ,使 得 方程 (2. 1) 至 少 有 一 个 周期 轨道。 

证 明 ”选取 召 使 得 平衡 点 (io eo) 处 一 六 (Co/C>R/L, 根据 
引 理 2. 1， 有 中 心 在 (0, OKA ERC D 的 轨道 由 外 部 到 内 部 
BQ, mR isiotu, v=v 4w, x= (u,v), fll 

一 mal -I~! 

amaer, aR a] 
这 里 … 表 示 2 MADR P= Soo), AOR SS 4 的 特征 
值 的 实 部 是 正 的 ， 在 (2.4) PA a SA-A 代替 4 效果 
相同 ， 而 一 4 是 特征 值 实 部 为 负 的 矩阵 、 引 理 1.6 意味 着 存在 正 
EER B, EBW (a) =r Bw WECO. 4) 的 解 的 导数 当 iz|>0 时 请 
BWe)=—2'etoUz|, BEAVER Gata RM, 又 利用 引 理 1. 2, 
可 看 出 对 于 充分 小 的 eH 0, (2.4) HAEA A BS de aL 
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(2, 4) 


w'Bx 二 c， 由 一 个 这 样 的 酉 加 与 贺 分 所 界 的 环 域 包含 (2. 1) 的 一 条 
正 半 轨 ， 由 Poincare-Bendixson 定理 就 挫 出 定理 的 结果 . 
为 了 得 到 了 改变 符号 情况 下 更 多 的 知识 ， 首 先 注 意 到 系统 
(2. 1) 可 写 为 
di_ 39P 
La i 
dv_ aP 
tin 


(2.5) 


这 里 


PG, 0) =Bi—BE ivt f(a) a9 
ò 


E 
=~5p tU®), (2.6) 


Uo) =E ha. (2.7) 


定理 2.2. 假设 of (v) 0, 又 存在 APO Bol >A ft fer) 
之 本 /RR, 对 于 所 有 ?有 
fw) LR 
Le) + $50, (2.8) 


则 《2, DRETAR too 时 趋 于 (2. 1) 的 一 个 平衡 点 . 

证 明 BEER S= AP, ik Eh CHA (2. 2) 52M, PHO. 6) 
定义 ,而 
R 
a 
MU SEW RT SERIE, Ti PB. 1 的 解 的 导 
数 是 


f 
-0<4< (2,9) 


=PO V, (2:10) 
于 是 关系 式 (2. 3) 与 (2. 10) 意 味 着 S=O+1P WE 
8=—-((R-AB) LL? + (f + AC) CVSO, 
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REMA BER. 9 选取 的 .并 且 =, 当 且 仅 当 1=6, V=0, Bp 
仅 在 (2. 1) 的 平衡 点 ， 由 于 根据 引 理 2.1, 《2. D 的 所 有 解 有 界 . 定 
理 的 结论 从 定理 1. 1 推出 . 

确定 (2. 1) 的 哪些 平衡 点 稳定 是 有 意义 的 ， 设 心 如 定理 2.2 
的 证 明 中 所 定义 的 ， 如 果 4 满足 (2.9), 则 可 以 证 明太 的 极 值 点 是 


TRAA SMR MER, 而 不 稳定 平衡 点 则 是 的 其 他 极 们 点. 
引 理 2.3. MRAM BC2.9), 40, WIS HRS T=0, 
eU [20 =0 HMB. U Mat is BME em S RO 
个 局 部 极 小 值 点 ,所 以 是 (2. 1) 的 稳定 平衡 点 . 
证 明 ”由 少许 初等 演算 得 到 


28. LRI- +O, 


38 2 OA E ATE 


如 果 IU /20=0, IM R (E—o) =f). wR I=0, i i =R E 
2), FA T=0, 90/3v =0 高 味 着 了 一 0， 而 这 本 身 又 意味 着 8 的 
BER. mR IS/9i=0, 9S /dv =0, 则 工 = 一 0, 而 这 本 身 又 意味 
3 CU /av=0, 这 就 证 明了 引 | 理 的 第 一 部 分 - 


引 理 第 二 部 分 的 证 明 留 作 习题 ,包括 证 明 : ot Uo 则 在 平 
衡 点 计算 的 二 次 型 


FS EEE 


Sg + Sst 


Jide ae 
是 正定 的 . 
AM 21 Ef 有 如 图 2. 25 及 2. 2b 所 示 的 图 象 的 情况 ， 
试 解释 上 面 各 结果 . 
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Soo) Fo) 


(ay <b) 
图 12.2 
X. 3、 非 自治 系统 稳定 的 充分 条 件 
在 这 节 里 , RRRS 1 节 的 结果 对 非 自治 系统 

t=f(1,2) (3.1) 
的 某 些 引伸 ， 这 里 的 ffr, co) x BR" >R" C 是 常数 ) RALI, 
以 保证 通过 Cx, 00) x B" 内 的 每 个 点 (to,zo? 有 解 ， 这 个 解 是 唯一 
的 ,并 且 连 续 地 依赖 于 初始 数据 ， 设 介 是 R" 内 包含 零点 的 开 集 。 
WRB Vile, 0) x OREM, V(t,0)=0, HAE BR 
WOR, HAMEL, 0) x 0 中 所 有 的 (a) AVG, 2> 
Wa), AV MEER, 如果 有 正定 函数 W(x), ERATI) 
ORRENDA VGW Ge), WV 2) ERE hb 
加 的 ， 如 果 :fr, co) x QR BERN, BUTE BG. 1) 
fy BB MODE 

Va, D= Tim Tim VEH aC +h, t, 6) VCE] 


这 里 的 24,.0, 台 是 (3. DECO, DELe, oo) xR" 的 解 ， 如 果 
VO DAT i £ RR M 

K WU, é) | W, E) 

rep Ore, 8). 
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ER 1 MRVilr,0)~*QeR ER, KÝ, <0, wl 
(3. 1) 的 解 z=0 稳定 ， 此 外 ， 如 果 耻 还 有 无 穷 小 上 界 , 则 解 ?=0 
是 一 致 稳定 的 ， 如 果 再 有 一 交 正定 ， 则 (3. 1) 的 解 %=0 一 致 汤 近 
稳定 . 

证 明 由 于 V(t,z) 正 定 ， 存 在 正定 函数 他 {2) 使 得 对 于 所 有 
(2)E[T, co) x08 Vita) >We), Bir) BER 内 中 心 
在 原点 半径 为 > 的 球 ， 存 在 *>0 使 得 BOCA, HT O<e<r, 
记 k=min Wie), M k>O, HFE 如 E[r, 09), Ode 是 
SR EEE et SO Ve) <k, AF V(b, 0) =0 RV ER, 这 
样 的 6 总 是 存在 的 ， 如 果 在 B(6) 内 ， 设 (3.1) BEE wi) = 
zo 的 解 为 (1)， 由 于 VCE, 2)<0 意味 着 >h HVG, x(4))< 
Vos), AF to, Cee Ble) A HET #=0 稳定 . 

此 外 , RV 有 无 穷 小 上 界 , 则 有 正定 函数 We), ERAF 
MATEL 09) x 2 AVC) <W ie), ek 如 上 所 取 , 再 选 
6->0 HB le] OR We) <k, AFER ftE[r, 00), moEB(S), 
设 (3.1) W x (fo) = RHG). BFAA t AVE, 
ELED) KV (toy 0) KW (eq), 4 ito ht Ce) FE Ble) AY, 这 证 明 
了 z=0 一 致 稳定 . 

更 进一步 ,如 果 一 六 (#,w) 正 定 ， NEEL BRW (oc), 使 得 
对 于 所 有 (bz)E[r, ee) x 2A ~V BW oe), 现在 可 按照 与 
定理 1,1 的 证 明 相 似 的 方式 进行 证 明 , 

JER*=[0,00). VCt,2): RxR" oR BS, GÆ R 内 的 任 
数 ,如 果 ` , 

O £GASEs, HET HBRN, WEAVE) 对 所 有 
t>0 及 所 有 zEN NG 是 下 有 界 的 . 

Gi) WF OER KG AVC, x) <-W(e) <0, BMW 
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EĞ LER. 

如 果 『 是 (3. DEG EA Liapunov 函数 ,我 们 定义 

盏 ={fzEG:FCc) =0}. 

定理 3.2， 设 了 是 (3. 1460 上 的 Liapunov BR, Lit a(t) 
是 (3. 1) 的 解 ,对 于 t>> taoz(1) 有 界 且 停留 在 G 内 . 

(@) 如 果 对 于 每 个 互 内 的 P， 有 到 的 邻 域 g， 使 得 对 于 所 有 
t>0 SRA CEN NG, fOr) AF Bl t> hta). 

O 如 果 万 在 如上 有 连续 的 一 阶 导数 ,又 没 着 解 <(1)， 访 一 
(OW /20) f (6.2) LAK GR FAI, M soo ht e(t) >E. 

证 明 Bek (AERA, Ate SE 
BN, n> 时 too, 使 得 w(t.) op, Liapunov RE RE 
条 件 (D 与 (9 MOM Veet.) ABA EAR, Bik, REN c 
使 得 n>oo H(t alte, RF V Ce ODER i> 
com V(t, 2(2)) 0, 此 外， 

VEED Vo (40))~[" Wels) ds, 
Bit 
了 W (als) jds c0. 

(a) PE PREEA, i 6>0 BE W>, 有 :>0 
使 得 对 于 ES (P= fe: ep ce AW Ce, 此 外 ，e 可 以 
选 得 使 Su (CN, N 是 (9) 中 给 出 的 邻 域 ,如 果 对 于 所 有 8 
bo, 2 NE SA, 则 全 WOGDds= 二 ce， 而 这 就 有 了 也 
逢 .由 于 在 xz(1) 的 报 限 集 内 , 因 耐 仅 有 的 可 能 是 (1) 高 开 又 返 
回 52,(p) 无 穹 次 ， 由 于 |f(4,z)| 在 S32.(p) 内 有 界 , 这 意味 着 x(#) 
每 次 返回 Sz.《p) 必 停留 在 Sa (及 内 至 少 一 个 正 的 时 间 +， 这 再 次 
wo WEG) d= too, LATA, AVE =0, ME 
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包含 所 有 极限 点 . 
O 由 于 人 Wele))decoo, 2 WEU) LER (或 下 有 


Ft) HEM too 时 Wad), FW IES, AW (Cp) =9, ik 
iE AAT (b). 

例 3. 1， 考 点 方程 

aay 
g=—a— ply, 
KB pi)>s>0, WR Væ, = @+9)/2, A 
P=- pig, 

XV ÈR Lø Liapunov RM, W(s,y)=—8, iih, W= 
= 28(egt pl yE isy, (3. 2) 的 每 个 解 显然 有 界 , 因此 满足 
定理 3. 2 RHO). BALA x 轴 ， 而 定理 3. 2 意味 着 (3. 人 的 
BARG), OHER t> ty) BA, WR pC) 
=2+e, 则 (3. 2) 有 和 解 z(1)=1+e-'，y(t) = 一 e-‘， 由 于 方程 是 
线性 的 ,z 轴 上 的 每 个 点 是 某 个 解 的 一 个 极限 点 ， 这 表明 如 果 对 7 
不 作 进 一 步 限制 ,上 面 的 结果 是 最 好 可 能 的 结果 . 

请 注意 除非 2( 切 有 界 ,否则 定理 3. 2 的 (a) 中 的 条 件 在 例 3,1 
PIERRE. 

验证 (3. 1) Wee (AY te, EO A Rh 
下 述 引 理 给 出 , 它 的 证 明 留 作 习题 . 

引 理 3,1， 假 设 Vs) RR SR 上 的 连续 纯 革 函数， 又 在 
Rr 上 有 两 个 连续 的 纯 量 函数 aCe), da), ERAF Rt x R" AR 
有 的 (#2)，a(z) (4,z)<<b(x)， 对 于 任意 的 实数 p, 4 4,= 
(ER a(e)<p}, MHEG BA M-TH, WROBRE 
B, = 42ER" ,B(a) <p} BS TE Go AMA, 又 在 Go <o, 则 
(3. DMERR GA ct MURA E> 而 言 , FRE A, 
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(3, 2) 


请 注意 在 引 理 h, Ble] +o Bh ala)>co 意味 着 (3 1) 
HEER. 


X. 4， 渐 近 稳 定性 的 逆 定 理 

在 这 节 里 ， 我 们 在 一 致 浙 近 稳定 性 正确 的 前 提 下 说 明定 理 
3.1 的 一 类 逆 定 理 ， 如 果 VC, 2) 是 R+ x R* 上 的 连续 纯 量 函数 ， 
Wd @ C4, to so) 是 (3.1) 的 满 是 x{&0, tos £0) =zo 的 解 ,我 们 象 在 第 3 
六 中 那样 定义 沿 着 (3. 1) 的 解 的 导数 Paoli, E), A 


LA =Tm ZIV +A ee +h, t, EDV (t 2)]. 


RHR Pee BE PERE SES, AAA E HERE 
其 中 出 现 , 但 又 没有 任何 技术 上 的 困难 . 
定理 4 1， 如 果 AC BLO, cc) 上 的 连续 和 矩阵 ,而 线性 系统 
a= A (4.1) 
一 致 浙 近 稳定 , 则 存在 正 的 常数 政 , a 与 一 个 在 RXR 上 连续 的 
纯 量 函数 V, ERATE ARA ts R ARE oy, 

@) = |#(<VG,x)<K lel, 

©) Panlasa Cta), . (4.2) 

(e) IVa) V, DISK le—gl. 

证 明 根据 定理 下 2,1， 存 在 正 的 常数 K, a, 使 得 (4. DRI 
Bay, to Zo) =x FRE T(E, tot) RE A A t> b> 与 所 有 
DER” 满足 : 

Jali, to, zo) | SKe æo]. (4.3) 


对 于 t> 与 XoER", 定 义 、 
VLt, a) =supla(t +r, tra) be, (4.4) 


MUDERNE VCE, eo) HTT hro 有 定义 ， 并 且 满 是 C4. 20). 
为 验证 (4. 2c), 试 观察 ` | 
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[Vit,a0) —V(E, yo) | 
Ssuple(t tr, t, a0) —2(t +4, tsy) [er 
=suplel +r, E, to —y) | e7" 
=P (t, x0—y0) <K |xo~Yol- 
(4. 25) 的 证 明 进 行 如 下 : 


Vint ao = Tim Flsuplete heed, tth ale 
wo ALS 
~suple(i+r, tele] 
= lim 者 suplaCt +r, t, £o) [evr 
ano lb 
~supia(t +r, teier] 
>i 
<Tim Hopie +r, È, to) erta 
aro BLS 
~suple(é+r, tale | 
TÈ 


< Tim [peuple te, t, a) Ieo] 
soo | Ad 


= —aV (ty to). 

” “有 剩 下 来 只 要 证 明 VO zu) 连续 。 请 注意 

| 人 十 32o 十 加) —V (én, £a) | 

SIKH styrte c(tt 8, a+ 90) | 

+1V(t+9,2(84+ 8, tregt) — V(t, vot Yo) | 

+ VCE, tot 40) —V Ct, a) |- , 
AG. 26) 推出， 如果 5,8 其 小 ， 可 使 第 一 项 与 第 三 项 甚 小 、 利 用 
{4. 了 D 的 解 对 :的 连续 性 和 相似 于 证 明 Puo 存在 的 论证 ， 可 以 说 
明 如 果 s 其 小 ,第 二 项 可 以 其 小 、 这 就 证 明了 定理 . 
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定理 4. 1 是 指数 渐 近 稳定 性 的 逆 定 理 ， 事 实 上 ， 如 果 有 函数 

V PREC 2), Moat) = ECE, ty, ro) KE C4. 1) BORE, AU 
VCE, ELD) Se ON C fg, aq) KK OH m |, 
VG, D> |x| 这 一 事实 ， 意味 着 x(#) 满 足 (4,3)、 

上 述 定理 证 明 的 基本 要素 是 刁 计 式 (4. 3) 与 在 了 的 定义 中 所 
升 艺 的 范 数 .如果 不 应 用 担 逢 因子 er", 将 只 可 得 Ý. 

我 们 的 下 一 个 目的 是 把 定理 4. 1 引伸 到 非 线性 方程 (3. 1), 我 
们 需要 

引 理 4. 1， 假 设 f(t，0) = 0，(3.1) 的 解 z 一 0 一 臻 稳定 ， 当 
且 仅 当 存在 满足 下 列 性 质 的 函 教 pr): 

(q) PEER 0<y<rt 上 定义 , 连续 而 且 单 调 增加 ， 

(b) p(0)=0, 

(ce) PERLER, [el <r, 与 任意 L>), (3. 1) 的 初 值 为 
(Eos bo, 8o) =o HIRE a Ct, to, Co) THE 

læt tot) Koploj) H t> toth. - 

证 明 充分 性 是 明显 的 ， 为 证 明 必 要 性 ， 假 设 给 定 了 e>0, 
又 设 5(s) 是 出 现在 一 致 稳定 性 定义 中 的 所 有 数 5(e) 的 上 确 界 . 则 
对 于 RY 中 满足 1z| <<5(e) 的 任意 “与 任意 600, (3, LAME HCE, 
dosto) E> Ep REEL L(t, foto) <e MESES, HER 
内 有 一 个 满 是 | 加 | 之 61 的 各， 使 得 |x( fo, Zo) LAER i et 
e, pk. de) 9>0 的 非 降 , ER. Bye Feat Se) A 
FS. Ai, Fle) 可 能 不 连续 ， 现 取 e>0 的 连续 .单调 增加 函数 
8(e), 并 使 得 3(e) Õle), BE eS My RM. AOE RO 
lary} <8(e) 的 任意 ro, 存在 1 使 得 |zo| = 8(e), 于 是 1z(b5 torao) 
<e,=p(Itol), BRIER T 318, 

3124.2. (3:2) 的 解 z= 0 一 致 源 近 稳定 ， 当 且 仅 当 存在 这 
样 的 函数 p(7) 与 6(7), p(7) 满 足 引 理 4.1 的 条 件 ，9(r) 在 0<r 
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<o ERX 连续 而 且 单调 下 降 , 当 ?一 < 财 9(r) 一 0， 使 得 对 于 
Re 中 任意 lzo1 室 % 的 mo 与 每 个 tO, (3. DAIRE, bo, 2o) 


满足 
laa, toto) lp(lzol Oe to), tto. 


BARENE He a. 

E L2. WR (4,0) = 9, C2) | St a 
部 Lipschitz 条 件 ,又 (3. 1) 的 解 一 致 渐 近 稳定 , WEEE 21> 0, K = 
Kr) >0 fi O<r<r, E MEE RR br), E RA e el R at 
E>0, R 中 |z1<71 的 x< 定 义 与 连续 的 纯 量 函数 V(t, z)， 使 得 对 
于 所 有 i>0 与 BR" 中 |z| <r, y) <n 的 ms 有 

(a). al SV, e)l, 

M  Van(ta)<-e(]#))V(t,0)<—lale(lal), (4.5) 

3 @) (VCE, a) - (89) | SK leg 

证 明 ”根据 引 理 4. 2, AEKri OT LEM, 连续 
而 且 取 正 值 的 函数 olr) 8(7), 使 得 P(7) 对 > 严格 增加 ，P(0) 一 
0.6(r) 对 = 严格 下 降 ,r 一 co 时 8 一 0, 又 对 于 BR" 中 满足 Ix| <r) 
前 任意 2, (3. RIAR why bo, co) THB 

lelh tot I< orle), thd. . 
还 可 以 假定 9(7) 有 连续 的 负 导 数 , 以 及 8(0)=1， 根 据 9(7) 的 性 
质 , 存在 一 个 函数 alr), CE r* 一 0 上 定义 ,连续 可 微 并 且 取 正 什 ， 
af0) 一 0,w(r) 严 格 增加 , 当 r 一 co 时 alr), E 
g OC) = er, rz0. ， : 
Bita) BO<r<co LAA ER TM, HR 4(0) = 0， 
alr >0, HF r> Bg (r)a C), 单调 下 降 , 又 定义 
V(b, a0) =suplecitr, bgo) et. 

BVG CNF t0 BR i E)r 的 mo 有 定义 , 并且 
满足 
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de 
[zol <V (20) <p [ay] sp 2°84 = p (ah) BC ad) 


并 且 , HFE O<r<r, 上 存在 连续 正 值 的 非 降 函 数 P(r), 使 得 
pileet ox] PC iz] BT, 
推出 
下 (和 的 ) 一 sup jett tra) let. 


Oars Peel) 
因此 , 对 于 任意 A, HE Tf, OSTEO, tao) |), 使 得 世 
对 天 连续 , 又 
-VCER EC Eth, bx0)) =l2(b+ht ef, t to) ler, 
如 果 + ef =z, W 
VCt+h, TU &,ay)) = [ECH ra, $ Lo) [etme se er 
<V( i went meer 有 


因此 
Pana- Ve, o Tm Le ero Jema 


=—V (t, zao)g (ro) < —V (t, xo) (PC | %0| > 


eC jal V(t ro) 


. S— la lei laa] >. 
它 证 明了 (4. 吧 )、 由 于 (3.1) 中 的 了 对 一 致 地 满足 对 x 的 局 部 
Lipschitz 条 件 , 对 于 任意 ro>0, 存在 常数 L= Lr), 使 得 对 于 所 
A b> ty RRB let, to,20)| Sros felt, torto)! Sro Mt, Ho, 有 
[aC t, bos aad al ty tos Yo) | KEM | — Yo]. 
取 ro= plr). 由 于 Pr) 对? 是 非 降 的 ,推出 对 于 izol, [gol <7 有 
IVC, a0) =PO, yo) |< sup las +r, t, go) 


malt tr, t, Yo) et? 


<L sup e*et] | 9 —yol 
PETT] 
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Sl g(r) |zo—gol. 
对 于 7=71,K=K(r1), 这 证 明了 满足 定理 中 的 不 等 式 。 
为 证 明 V(t, zo) 对 所 mm 连续 , 我 们 考察 
1FCE 十 加 wot yo) —V (t, a0) | 
< (VCE +b, cot yo) —V (+R, ot +h, t, £o + y0)) | 
+IVCE +R, ECE +h, t, 20-909) -VCE zot yo) | 
+I, wo + Yo) -V Ct, #0) |. 
AV ty Lipschitz 性 质 及 (3. 1) 的 解 的 连续 性 ， 推 知 如 果 名 yo 其 
小 , 可 使 第 一 项 与 第 三 项 甚 小 ， 利 用 与 证 明 世 存在 相似 的 论证， 
可 以 看 出 如 果 加 其 小 , 则 第 二 项 甚 小 . 
定理 证 毕 . 
在 第 3 世 里 , WA TARV WEA. 5) ROR. LAE =O 
一 致 渐 近 稳定 ， 因 此 , 定型 4.2 是 一 致 浙 近 稳定 性 的 逆 定理 ，. 


X. 5。 浙 近 稳 定性 的 涵义 

在 现实 世界 中 出 现 的 大 多 数 应 用 中 ， 微 分 方程 并 不 是 确 轧 知 
道 和 的。 因此， 这些 在 物理 上 有 意义 的 方程 的 解 对 于 向 量 场 的 扰动 
应 当 是 不 葡 感 的 , 当然 , 扰动 的 类 型 由 手头 的 问题 决定 。 于 是 , 判 
断 稳定 性 定义 的 用 处 的 合理 的 判 据 ， 乃 是 检验 这 种 性 质 对 于 向 量 
场 的 扰动 的 灵敏 性 ， 在 这 一 节 里 ， 我 们 利 刷 第 4 节 的 逆 定理 来 讨 
论 一 致 浙 近 稳定 性 对 于 枉 何 只 要 是 “小 ”的 扰动 的 灵敏 性 .我 们 
需要 

引 理 5.1， 假 设 下 满足 定理 4.2 的 条 件 ，Y 是 在 那个 定理 中 
给 出 的 函数 ,y(t,*) 是 由 Rt xR" BRA R" 的 任意 连续 函数 ， 考 虑 


方程 . 
a=f(t,2)+9(t,2). (5.1) 


则 对 于 £0, |e] <r 
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Vent, 2)<—eCl2l)VCt,2+Kig(é,2)|. 5.2) 

证 明 iga, foro) EC. 1) 2* (to, bo, to) = 2 的 解 , 而 

BCE, boy vo) 是 (3.1) 满 足 zCto, to, oo) 二 zo 的 解 . 利用 不 sj， 的 定义 
与 关系 式 (4. 5b), (4. 50), BB 


Pane) Tig IVE +h a Eth, ho)) V0)] 
yA 0)) V(t, ro) 
tim 
+VCt+h,a*(t-+h, ,v0)) 
一 了 (十 eC +h,t,%)¥] 


ý ol 
sn 和) 十 King le" +h, t, zo) 


—aéth, t, so) | 
< antt a) HE lg(t, zo) | 
<—e( |x| Vt, £) +K gC, Zo) 1. 
这 就 证 明了 引 理 . 
从 引 理 5. 1 直接 推出 许多 结果 ， 素 实 上 ， 如 果 (3. 1) 是 线性 
的 , 则 方程 (5. 1) 是 
#=A(t)z+g(t, 2), (5, 3) 
而 定理 4 1 说 (4 5) 中 的 ctjzi) TARA ame 因此， 不 等 式 
《5. 2) 成 为 


、 Panli DAV Ct, ) + Kg (6,2) |. (5. 4) 
如 果 olt, r) R x Rr" 上 的 连续 函数 ,对 7 是 非 降 的 , 使 得 
Iota) Kolt, lal), (5.5) 
则 可 见 (4. 2a) 15 (5. 5) 意 味 着 
Fey V+ Kolt, V) (5,6) 


利用 工 6 节 中 关于 微分 不 等 式 的 基本 结果 与 关系 式 4. 2》， 可 以 
陈述 
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定理 5.1， 假 设 (5. 5) 中 的 w(t,%) 使 得 对 于 任意 to >o, we > 

0, 方程 
ú= —au+ Kolt, u) (5.7) 
有 了 崔 一 通过 ts 的 解 ， 如 果 uC, ta to) (5.7) 满足 ulos to ttn) 
=u HORE, EMF tty 5 wK |x) (a E R A, H lels E 
存在 的 , 则 (5. 3) 满 足 z(to, bos 20) = Ho AVA ECE, bo, xo) 满足 
ælt, bo, ta) iul t, to Uo), tio 

引 理 5. 1 的 另 一 个 应 用 是 

定理 5.2， 如 果子 满足 定理 4. 2 的 条 件 ， 又 (3.1) 的 解 < 二 0 
是 一 致 浙 近 稳 定 的 , 则 有 ”>0 使 得 对 于 任意 eer) SER 
recni), FE 6>0 与 了 >0， 使 得 对 于 所 有 和 0, ER", 
ex |zo| Sra, C5. LAY BU oC to, to, t0) = aro HY A H t> HT ht 
MBLC, fo zo) lce 上 只 要 对 于 所 有 tod, [a|r gr) cð. 

TA 定理 的 假设 意味 着 存在 满足 定理 4. 2 的 条件 (4.5) 的 
FAR VG, 0). KEMAL 中 一 样 选取 71。 不 损 一 般 性 , 我 们 可 以 
假定 (4.5) 中 的 函数 5(s)，e(s) 是 非 降 的 。 对 于 定理 中 任意 的 e, 
To RAN e< fal <r. MRF cle >0 H exVU, x) <d(r2). 
并 且 由 引 理 5. 1 PE AAD 10, e< (el <r. 有 

Von (2)<—e(e VG,2)+ Kg, 2) 1 
<—elele+Kig(t,2)]. 

Bath, 如 果 «=a £) RAR (5. 1) HR a(t) = 05 e% [to] <72) 的 解 ， 又 
Kdcecte3/2, AFR 10, lel <n Aig(h ald, 则 只 要 
ELIE Sr BA Panl eG <—ecle)/2. BRR 
4 tT 2b (12) ecele le( tat tty ey) |e. 定理 证 毕 ， 

还 可 以 继续 推导 另外 一 些 较 特殊 的 结果 ， 但 定理 5.1 与 5.2 
可 能 已 经 说 明了 Liapunoy HEM ERA AN, 
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3.6。 对 进一步 学 习 的 说 明 与 建议 

前 面 各 页 的 主要 论题 是 用 Liapunov 直接 法 确定 具体 微分 方 
程 的 解 的 稳定 性 与 推导 出 稳定 性 概念 的 定性 结论 。 本 章 只 是 一 个 
引 论 ， 较 广泛 的 讨论 可 在 Hahn[1], Krasovskii[1], LaSalle 与 
Lefschetz[1], Halanay[1], Yoshizawa[2], Zubov[1] 中 找到 ,第 
1 与 第 3 节 所 用 的 Liapunoy 函数 定义 可 以 在 LaSalie[2] pik 
到 . 定理 4.1: 引 理 1.5 与 定理 3.1 是 Liapunov[1] 提 出 的 ， 定 
理 1.2 实 际 上 是 Cetaev[1] 提 出 的 ; 习题 二 5 归于 Hartmant21. 
第 2 节 内 容 是 以 Moser 的 论文 [1] 为 根据 的 。 第 4 Seopa BR 
WEH, 想法 是 Massera[1] 提 出 的 . . ， 

Liapunov 直接 法 的 基本 概念 可 用 于 由 省 函 微分 方程 与 偏 微 
分 方程 所 描述 的 系统 。 关 于 泛 函 微分 方程 的 讨论 及 进一步 的 参考 
文献 ， 请 看 Krasoveskii[1],， Halanay[1], Hale[8]， Craz 5 
Hale[1]. 关于 偏 微分 方程 ， 请 参考 Zubov[1]，Infante 5 
Slemrod[1]. i i 
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HR MARKA 


ERTARD, 我 们 收集 了 与 正文 中 的 讨论 有 关系 的 关于 殉 周 期 函数 的 
知识 、 很 少 列 出 证 明 , 因为 大 多 数 结果 容易 在 关于 这 些 旺 林 的 标准 教 本 中 乔 
到 俩 如 

H. Bohr, Almost Periodic Functions, Chelsea, New York, 1947. 

A.S. Besicovitch, Almost Periodic Functions, Dover, N. Y., 1954. 

J. Favard, Fonctions preeque-periodiques, Gauthier-Villars, Paris, 
1933, 

B. M. Levitan, Almost Periodic Functions (Russian), Moscow, 
1953. 

不 那么 经 典 的 结果 加 以 详细 证 明 . 

案 灾 1， 一 个 对 一 <t 民 5 定义 而 且 连 续 的 函数 f(t) (SE He MH) wt 
-ARAM p BR, AUR THER > 0, 存在 T= CS, 2) > 0, 使 得 在 
任何 长 度 为 的 区 间 蛙 ,存在 一 个 *, 使 得 

(f+) -fQ) | <a, — ect <oe, 

{或 等 价 地 , O- alen ~o cto], 
ThA f PT AARAM. 

例 1 ER AMAR BA AM Bh, 

EA 假设 了 是 周期 为 卫 的 连续 周期 函数 . RI=7, ARK [r= [y， 
pd? ly 是 任意 实数 ， 如 果 pe (n-1) 744, n EE, HOT, WT, 
包含 点 oP, WE fetal) — fC) =0, FEran? A f MUSE 9>0 的 
一 个 殉 周 期 . 

BL feyaet te BAM, 

证 明 大 家 知道 ， 存 在 @>0, 村 >0， 与 一 全 这 样 的 正 整 数 序 列 pith 
0<pj<9 ;对 了 是 单调 的 , 当 Fe goo, gai gM, j=l, 2, 5 
使 得 


lvz-1-B| 
我 们 可 以 假定 9 是 这 样 选 取 的 ， 对 于 任意 9>0， 只 要 18j<a，2[1 一 
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cos 2a 8/a) <q AFAN j RY. A =m, 24), SRE = Ly, 
ptt), 这 里 的 BERR, EMS (beg, 了 =1,2,…} 中 , AETR 
比方 说 是 Zan 它 是 这 个 集合 中 小 于 或 等 于 ?的 最 大 数 ， 令 2xg- 记 这 个 
集合 中 大 于 Org 的 最 小 数 ， 根 据 上 述 I RH, 229, AFER Cy, ?十 
门 . 令 r=2zdg,。 由 于 gr(Y 三 -了 J 王 2 十 Bygr | 有 | 一 ,可 得 
lf(@+e) -fl = leivs-ns 7] = fefta — 1] 
. = 2[1~ cos (2x p/q) lan. 

因此 f(s) 25 BR. 

BMI. B+ a. p 函数 在 (一 oc, co") 上 有 界 而 且 一致 连 续 。 

证 明 HRS ORBAMER, MHP 1> 0, PET THEE 
个 长 为 2 的 区 同 [一 4. 引 内 存在 一 个 +, 使 得 

[fF -fG-D |<, WHA tE, 0), 
如 果 我 们 令 Cmt—-r, Moa ct RIFO- En WRA Ot at 
HFG SB, 则 对 所 有 t€(— 00, co) 有 |f(4)| 志 8 二 9， 这 就 证 明了 有 界 
性 . 

假设 7、: 与 上 相同 , 由 于 了 连续 , 它 在 [一 4 有 上 一 臻 连续， 而 我 们 可 以 

RASI, 使 得 

IF) FD Ln, AE i ð, ty t ELl, 11. 
对 于 任意 满足 如 一 fa hohl ciH h Bes, BREM atil GrH 
EREA BOSS 7 MRAM., Mt =t, t He BE [一 了, 站 
肉 , 并且 [00) 一 了 (2) En fG 一 了 各) 到 人 ES PD 
一 了 Jt | <39, 这 就 证 明了 一 致 过 续 性 . 

ENR? (Bochner), BRS EME (2,0) haem. (HIB. 
集合 是 定义 在 (一 0, ?上 的 函数 了 (` 十 如 的 集合 ,这 里 上 是 任意 实数 . 一 
cico LAER f(t) 接 称 为 正规 函数 , 如 果子 的 平移 集合 依 在 (一 呈 ， 
oo) 上 一 臻 收 伍 的 意义 是 相对 紧 致 的 ; 即 ， 丝 个 函数 序列 了 (十 10， j=l 
2. … 总 有 一 致 收 化 的 子 序列 ， 了 的 外 亮 EN EF NP E Bia E 
义 下 的 闭 包 ， 

EAI f(2a.p BR AACA) 是 正规 函数 . 

a. p. Ga RHEE 

L FO) a.p HK, EKAS Ha) faa DREO FC) HEAS 

AEO FOLION PO a 为 正 整数 ) 都 是 a p. 函数 . 
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1i KRR a. p ERS ap. Be, 特别 地 , 如 归队 

Sp. FA, CP) eet 9 Bo. p 函数 ， i - = 
E fO ap REF 0, TAC) ai p iS 

AY. £01) aE aep- aenant oo 00) AREER BORA AFC 

dt ee p. 函数 . 
e BRF on) ERG O ELEGER, fiO) en fa (OMB @. P- 

ARREATELE UO AROARO, RFC), AO t 
Aa p. Ag Pe, 如 果 fg 是 4.p- 函数 , W ftg, fo ap. cas. 


TL oR FE 8. 了. 函数, 则 | Fea p A SARAS FA, 


W3 A, nel, 2, … 是 实数 序列 , D la, |c, WT ane 是 一 


Aa p BAOREN D). 
EE $C) KE a.p. BREIFNE 


Mdm fendu 

: srn T o 

PEA LA RFE i. ` 
如 果 于 是 a.P. AR, 又 1 是 实数 , 我 们 定义 


aA) = MISC Ye] img |. Fe" Mee 


下 理 2， 如 果 F(2)E ap. 函数 ， 则 只 有 可 列 的 无 穷 个 六 使 得 ofA) 0. 

Fil, 我 们 记 使 a(4) 过 0 的 4 HCAs}, 称 它们 为 了 的 Fourier 指数 ,又 记 
Fourier R&A aj=a(A;), f y Fourier 级 数 定义 为 而 生 记 作 

FCQ~Zaje#, 

EA? WES REFI 而 下 与 9 BE a p 函数 , 则 它们 的 Fourier 级 
数 是 不 辐 的 ， 此 外 ,和 如果 f~ Zahn, MW Ela,|t<oo, AARNE, 通 当 
关于 Fourier 级 数 的 运算 都 正确 、 

例 4、 即 使 一 个 a. p 函数 的 平均 值 等 于 零 ， 它 的 积分 也 不 一 定 是 a. Pp- 
BR. FRE 如 果 


fr zbew=, 


又 | 是 a.p 函数 , 则 
23726 


[p~z ienn, 


然而 , 系数 的 平方 和 是 发 散 的 , CSEE MTE.. 

下 理 3， 如 果 了 是 3, p. 函数 。 共 Fourier we 怒放 WE |A,|>e>0, 
j=1,2,…, 则 下 是 a. pM, C Levitan 书 第 80 页 ). 

定义 3， 很 设 从 小 是 任意 的 实数 集合 ， 集 合 {4e} mem A) 是 由 
集合 {4 小 的 元 素 的 所 有 整 系 数 线性 组 合 所 得 的 实数 租 皮 的 集合 ， ，， 

定义 4， 实数 集合 {a7 是 SPAR REE EM, WRENS 


N 
AAR r, ABD ra=0, 则 所 有 ?j= 0. 


gel 

BAS. (1, WE) RRS EHH, 

定义 5， 如 果 {y 收 是 在 意 的 实数 序列 ， 我 们 说 fo} 是 这 个 集合 的 一 组 
《有理 ) 基 , 如 果 

Ci) {a 让 线性 无 美 . 

GD 年 几 中 系 一 个 ?是 {a 才 的 元 素 用 有 再 系数 作出 的 有 限 线性 组 合 . 如 
果 生 巧 {y 少 中 每 一 ?可 以 表示 成 {a 才 的 元 素 用 整 系数 作出 的 有 限 线性 组 合 。 
WR MU os Bly. Ae. 

例 6. o HEM, {no} AH fo}. 

n,m BEM, fa 十 mV 3 HEH, MV 2). o 


= 2 = {Liana uy. 


BLG. mF fing Fourier 指数 为 {4 让 的 a.p. 函数 ， 定 义 子 的 加 法 
Bf mid}. MF MCA, MIR SA UA” a 
mf TAT 6 RE. 就 称 f HRM. 

定理 4，(Favard 书 第 81). Bw fg BE ap. we, 如 果 对 于 任 
意 使 得 flr) 当 和 一 时 一 致 收 化 到 某 函 数 ft (LOREM, jel 
2 …， 都 可 推出 Utr -ERRANEN GAM g* Ct), M mighem(F). 

在 应 用 到 微分 方程 时 , 一 个 比 定 更 4 更 一 般 的 结果 是 方便 的 ， 它 可 用 一 
个 通 近 定理 椎 导出 来 . 


RMS. (Favard BH 56 页 )， 如 果 了 是 a.p, B, J~ Daet, M 


om 
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存在 一 上 序列 整数 去 (4) 与 一 序列 有 限 三 角 和 
Ri) 
Ot) = Sir ayes, 
1 
使 得 当 konto.) — FG) 0 一 致 成 立 。 此外, 系数 RT an. 
RG. BS ARR a p 函数 ， 叉 令 人 为 {4,) 的 纤 意 有 限 
FR, MRE ARRA, 使 得 对 于 所 AEA, 当 jo 时 e etil, 
则 当 j>c, 对 + 一 致 地 有 
1 六 一 了 (的 | 一 0. 
证 明 假设 4 = {4,,…, An). 根据 定理 5, 对 于 任意 se>0， 存 在 整数 
bs kee | 
if()-e,(i)i<e, iE(— o, 00), 
对 于 这 个 上 与 e, 存在 整数 J(e), EAS n=l, 2, … N g jld eet 
ah 


Do leva] fetes pce. 
m 


因此 ， 
lG +1) — fC) E+ oltri) olt) 
rp) 
<2et D lr Pa| Jett] 
<3e, 如 果 jae). 
这 就 证 明了 定理 ， 


EMT. BRS HRARHRE Es OMIMAK, 而 入 ,小 是 任意 实数 的 
非 空 集 ， 如 果 对 于 每 个 实数 序列 ri 条 件 
limes 1 对 所 有 ARE 
in 
意味 着 条 件 
limf (¢-+¢5) =f) 对 一 至 地 咸 立 
as Ba. p.m. 
HR SNMMAT G. Meisters. RINEN f EEREN. K 
由 于 对 任意 序列 ri 一 0 R A RO lim sce tri =f lty ik f EER. 
为 了 证 明了 的 平移 集合 相对 于 一 致 收 全 性 是 相对 紧 致 的 ， 设 7 是 任意 的 实 
数 序列 。 由 于 单位 图 是 紧 的 , 存在 一 个 zi 的 子 序列 区 "与 一 个 实数 四 , 使 得 
43746 


) 


Himes!” =eihah, 0654,0,<20. 
i 


ARE MES, RANT UGA RERMR A r 的 子 序列 r 
与 一 个 实数 序列 2. OSAP Om, a1, 2, EF 


limeni» =], n=1, 2, e, 
ie 


于 是 , 假设 的 条 件 意 味 着 对 于 每 个 n， 当 joe fitri- 0.) 一致 收 证 到 
FQ), Bib, MPa a, 当 jooki 了 (十 0) 一 致 收 分 到 SHO), 
Bf RERAN, 定理 证 毕 . 

ERS. Bf 是 a.p. 函数 而 9 是 任意 给 定 的 实 变量 上 的 复 值 函数 . 
如 果 对 于 每 个 使 得 ;一 ce fH) Fle) 90 对 上 一 臻 成 立 的 实数 序列 
dea, TARBH 了 一 ce 时 g(t 二 Tj) gt) 0 对 + 一 至 成立, 则 9 Zap. 
ER, A m[glom[f). , 

ERA HFFA *; 选取 一 个 满足 定理 6 的 条 休 的 序列 ， 则 当 joo 时 
于 (4 十 下 一 了 (日 一 0 对 一 至 威 立 ， 王 是 根据 假设 知 当 jekt g tr) 
VC)-0 对 上 一致 成 立 ， 因 此 由 定理 7 世 言 9 是 3.p. aR, moglem f] 
JEP MRAM Favard 书 第 81 页 的 理由 推出 来 的 . 

EAF a p HRA LE VI 中 , 说 到 如 果 了 是 apP. sa, 如! fis 是 
ap 函数 当 且 仅 当 这 个 积分 有 欠 ， 下 面 这 个 由 Bogoliubov [1 提供 的 结果 
牵涉 到 用 a-p. 近 羽 来 解 方程 坟 一 f( 划 一 0, 这 里 了 是 M= ta. p 函数 ， 
不 一 定 具有 有 界 的 积分 。 

引 理 4- 假定 C* 中 的 六 是 a. p 函数 , 并且 时 [ 门 =0、 则 对 于 每 个 ?> 
0, 存在 0 一 7 天 c" 上 的 连续 纯 量 函数 50) 当 7 一 0 时 5 了 7) 一 0. 使 得 由 


OEO a) 


定义 的 殖 周 期 国 数 fr 对 于 所 有 CR MR 
a) FELETTE, 
OR CAO E OIC AN 
此 外 mGa mlS] ‘ 
证 明 ”由 于 好 [ 门 =0， 存 在 0 一 和 < 上 的 连续 非 增 纯 盈 声 数 2(T), 当 


Peo 时 a(T) 一 0, BAFA A HB 有 上- 小” ode]. EEL, 
于 任意 ?> 


《2》 
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Fatty emf— nee Dem 


HEP 
f fs)e-n eirds,. 
Em 


Ja B RISC 1 在 (一 <, =) LI Mi LOE PERRI 
lole Sense fe LETN 


$B Ie oft a eneanyds 


eS levre MT +B Fa-ewas Ee" 
a ey 

Se(P)T[1—e7 8")! BP. 
由 于 了 一 < 时 * (7) 非 境地 趋 于 零 , PRA 1— eo =e MBAR AM. B 
UE 了 被 选 作 此 解 ， 由 于 对 所 有 下 有 e) >0, BRA ?一 0 时 Py 00, 而 这 
个 事实 与 当 了 ce 时 < 一 9 — HE ROR 90H 13 一 0、 解 了 BRE 
n 的 连续 函数 ， 如 果 我 们 令 (= (B+ nTs 则 关系 (20) 就 证 明了 . 

从 CD 式 推出 
Df — fol). (9) 


因此 , JA (20) 推出 (2d). 

WTR AGRA S 是 a.p. 函数， 假设 tr 是 这 样 的 一 个 实数 序列 ， 当 
Joe Bt f(t +0) — f(t) 90 对 于 4ER 一 致 地 成 立 ， 从 (1 

[oltre Fo] = |] elf ere+9)— Flee) de 
[spli etry) =f Ia, 

BRL, Joe Mt felt 1) — fel 190 对 于 CER 一 至 地 成 立 ， 从 定理 8 扒 
知人 是 a.p. 函数 ， 并 且 m[f5]cm[ 科 ， 关 系 式 (3) MRA dfa/di Ba. p. 
函数 , 而 且 显然 有 壤 [dfs144] =f), Hie, ARROB nif] comple 
RË m[fo] = mif] IREE., 

请 注意 , 引 理 4 EAA JSS OTA a pO AREER A 
的 精确 度 , 当然 , 如 果 人 了 sik, MMARI, ELE He REL. 
估计 式 (2a) AMET TAHA” 

EMD HRD, WE ERM | 以 外 的 参数 , 杀 此 有 必要 把 殉 周 其 
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性 的 概念 引伸 到 这 种 情形 . 

ERT Weer, IER, SECH, eM (t,x) MPN TRE AA 
0 — Re ¢ TAM, 如 果 了 (t,x) 对 于 1ER,zE0: 是 连续 的 , 又 对 于 
任意 9 盖 0 TERA I>, 使 得 在 任何 长 度 为 Un) ASD A, 存在 rE 
BASE 

lf trs) iC, 9 | < 

对 于 HER, EA 满足 - 

前 面 关 于 a p. 函数 的 各 个 结论 对 于 相对 于 EA 一致 的 1 的 a.p. E 
了 (#, 9) 依旧 正确 。 在 应 用 到 微分 方程 时 , 需要 把 引 理 4 改进 到 这 种 比较 一 般 
的 情形 ， 说 得 具体 一 点 , 需要 求 方程 


ay - 
32 TED 0 


的 对 * 非 常 光滑 葛 近 似 解 , 可 以 用 引 理 4 与 多 少 有 点 古典 的 光滑 算 子 来 达到 
BAAR. WEM fO DART t 的 平均 值 , 则 我 们 有 

MS. BR RX oO EHTE Oe —- 12. p. aR, 
SARE HR Br = {zE0*: |e] <0}, 如果 对 于 wsBz 有 UUF(-,#)] 
90, 则 对 于 任意 oO. <0, 存在 一 个 To>0 与 一 个 这 样 的 函数 wl, 2,9), CA 
FUER, ztBe ,0 一 ?< 一 加 定 立 丽 县 连续， 它 是 相对 于 Bo, 内 的 x 与 (0, 94) Ao 
ERERONDE- Rt HAAMER, mets Dl mlfC.2)]1, 
wd, s, PAHIT a ADEE pra Eh Oe Me, 并且 如 果 


9( 9) =22EED_ f, 2), 


则 当 了 了 一 0 时 ， 对 于 ER, CB, 一 致 地 有 oUt, 2, n), gwd, a, n) naw, 
s mis AFR. bob WRIC, =) 有 对 于 xz 的 连续 的 一 阶 偏 导数 ， 则 当 
nO Bt, HF FER, 263, 一 娄 地 有 99 (t,x, 1) /28—0. 
EA 从 引 理 4 推 知 存在 由 (1) 定 义 的 函数 falt 四， 它 是 相对 于 Bo 中 
的 4 与 任意 紧 集 中 的 9 而 言 一 致 的 的 a.P. 函数 ,并 使 得 
Ifo ene), 


Balt 2) (4,2) — faa) 9 


SS 70 BE C7) 90, 
对 于 一 个 固定 的 a>0 与 某 个 固定 的 整数 ol, 考虑 由 
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dall- amta], 4]z] <a, 
to 当 |ej>a 


ESOR AC) RMB LARARE, Adem, 由 


4.) = 


A 6) 
EX wan), AAG, 2) 是 相对 于 Bo 中 的 z 与 任意 紧 集 中 的 六 而 言 
一 致 的 上 的 a,p. 国 数 ,容易 看 出 wt, z,9) 也 有 相同 的 考 项 . 

BR A (2-9) 对 于 x 具有 直到 2g 一 1 阶 的 连续 偏 导 数 ， 它 们 的 范 数 以 
G(a)/( 求 积 区 域 的 面积 ) 为 界 ,这 里 Kak caco 上 的 连续 函数 . 当 a 一 0 
HAR Gla) RR Feo, Ab, MR), BCS) 定义 的 函数 wll, 2, Ate 
有 直到 2g 一 1 MHRS EMES EOE, WF g 是 任意 整数 , fk 
对 于 = 药 导 数 的 除数 可 以 如 所 希望 的 那样 大 . 

按 下 述 方式 取 了 了 前 函数 a=, 当 3 一 0 时 ay 90 且 G(ao)5(9) 一 0， 由 
于 aw, now/ax AR G(ao)E(7), 因此 引 理 关于 nw, 4 了) 的 结论 正确 . 

WER oco, 选取 we, UR 0 < Ht o taco, MA (e) 
的 定义 推 知 对 子 Be, 中 每 个 2 及 ocna], Asal 一 dy 一 1 因此 ,从 
ARAU SG) 

Bbw, mef, oath fh) Ids, (G 


这 里 5=9g 十 9w， 从 AmE Eh 
Ighe ne sup | 下 和 用 一 下 和 全 | 
Oe 1e- FI ay 
由 于 3 一 0 时 mm 一 小 和 而 fC, 2) 24 FER, wkBz, RE, ETE O< <p 
上 的 连续 函数 Sla), 当 9 一 0 时 5(7) 一 0, 使 得 
wD cal FC 9) —F( 4,29 | <8E9)» 
因此 , |5(#, x, mlc, HH Iota, n| cintan Rg He 
引 理 第 一 部 分 陈述 的 性 质 ， 
此 外 , 如 果 fO, Ro 有 违法 的 一 阶 偏 导数 ， 则 在 关系 式 (6) 中 用 分 部 
积分 得 到 
aLam -Í Anl- [Pew x) aft, ah) lay, 


用 与 前 面相 同 燃 型 的 论证 ， 可 证 明 这 个 表达 式 有 界 (0), 这 个 函数 当 7 一 0 
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MATS. Sie, 

MRE SP, AM fics 7 Re Ee, WR w(t, 
z, PAE A EL Ek Be ay A A A, 

MR gn, S Erea, M gE g HRA NRAN o= 
lon oloh, J=1, 2, +) 的 多 重 周 期 函数 ， 如 果 函 数 g 对 于 $ 的 第 
j 个 分 量 的 周 关 是 中， 如果 9(5$) ZSRARAM, Mgt prt 
SMT S$ Rt hap 函数 ， 因 此 定义 这 个 函数 对 于 i OTSE A 
意义 的 平均 情 的 概念 音 先 由 S. Diliberto[1] 用 到 向 分 方程 。 为 莘 化 记号 。 
Pt ta (d tte ftt), 又 记 上 述 平均 值 为 


Meo Cg) = lim G+ td. (0) 
AT AEM TMS, SES ROB = (gu dd 
9G) ~ Dapetin 
rn 


的 情况 。 在 通常 关于 多 重 属 期 函数 的 论文 中 , g 的 平均 值 是 9 的 Fourier 级 
数 的 常数 项 , 即 是 oy. HME X(T, 
Mala (@]— D oet tatitioes, 


Fj 
如 时 频率 co 使 得 F/e ARAR 则 它 可 能 是 $ 的 函数 。 ， 

引 理 5 对 于 下 述 情形 有 相应 的 推广 ， 即 函数 9(1, p OLARSA 
AMG, 又 是 相对 于 JEC 与 xEBu 一 致 的 主 的 ap. AM, 而且 Moloi 
办 人 1=0， 在 这 些 条 件 下 , 对 于 任意 OL <0, 存在 一 个 no>0 与 一 个 0<1< 
1 上 的 函数 WC, 9S, 2,9), 它 是 下 的 多 重 周期 函数 , XE: Hap HB, E 
得 函数 


ae, = nig gU, he) 


以 及 gW, naW /ap, naW faz 当 n—0 wit tER, A&C", z6Bo 一 至 地 赵 
FR, Wg, g, 3) 对 z 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 ， 则 GU4, J. 2, MHF Ee 
HAREA 9 一 0 相对 于 4 四“ 也 一 致 地 趋 子 堆 . 这 个 事实 的 证 明 与 纹理 5 
的 证 明 很 相似 , 可 以 在 Hale[3J 中 找到 。 
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